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Prefacio

Bienvenidos/as al Curso de Programacién de Graficos. Con este
curso intento explicar la teoria acerca de la creacion de graficos en
pantalla. Comenzaremos con crear imagenes en 2 dimensiones
(2D), en los primeros capitulos. Luego, pasaremos a dar la teoria de
modelar objetos en 3 dimensiones (3D) y su representacion como
una imagen en 2D: la pantalla. Huelga decir que el autor no lo sabe
todo, por lo que quiza no se den todos los temas que algunas
personas quisieran. Se tratara de dar la mayoria de los temas, pero
es posible que algunos sean demasiados avanzados 0 novedosos.
El campo de crear graficos se ramifica en otros campos de la ciencia
y el estudio; por ejemplo,

e Animacion

o Arte

e Fisica

» Fotografia

o Matematicas

 Modelado de sistemas virtuales
» Psicologia

e Video

e Visualizacion

Este curso esta disefiado para programadores de C/C++ con
conocimientos avanzados o experiencia. Los temas requeridos
incluyen:

» Bases de Datos: manejo de ficheros y organizacién de datos.

e Listas dinamicamente enlazadas: arboles, colas, pilas, etc..

» Matematicas pre-universitarias: ecuaciones/funciones,
geometria, trigonometria, vectores, etc..



Es preferible que el lector tenga conocimientos de alguna
biblioteca o API grafica para el sistema operativo o entorno que se
esté usando. El curso presentara y usara como base el APl de MS-
Windows® para el sistema operativo MS-Windows® de Microsoft™.
El autor ha incluido un "paquete" de cddigos fuente y ficheros de
cabecera para aquellas personas que no sepan usar el APl de MS-
Windows®. Cada paquete ird incrementando de contenido a medida
que vayamos dando mas tematica. El paquete sirve como base y no
como sustitucion del APl de MS-Windows®. Esto quiere decirse que
el paquete contendra lo minimo para poder empezar a practicar,
pero no incluira todo lo tratado en cada capitulo.

El autor quiere dejar MUY claramente que este curso NO tratara
de un tutorial para usar ninguna biblioteca ni API especificas.

El curso trata de la teoria de la programacion de graficos. Esto
no implica que no vaya a haber ejemplos ni usos practicos ni
ejercicios. De hecho, los primeros capitulos se dedicaran a ejemplos
practicos para que el curso coja soltura y no sea tan pesado con la
teoria.



Capitulo 1 - Conceptos

Antes de dar paso al curso, se presentaran y se definiran varios
términos relacionados con el tema de graficos.

Sistema visual u ocular. Las imagenes que percibimos
son debidas a nuestro sistema visual: ojo, cerebro, y nervio
optico, principalmente. El ojo, que forma parte de este
sistema visual, se caracteriza por sus componentes
oculares. El iris controla la cantidad de luz que es permitida
entrar al 0jo. La lente ocular concentra la luz permitida en el
ojo para formar una imagen. La proyeccion de la imagen es
situada en la retina - una estructura de dos dimensiones.
La retina se compone principalmente de conos vy
bastoncillos, que son células especiales. Estos conos y
bastoncillos tienen la funcionalidad de recibir estimulos de
luz para nuestra visidn diurna y nocturna, respectivamente.
La luz es descompuesta en las intensidades que
corresponden a los colores rojo, verde, y azul. Este trio de
colores se denomina los colores primarios. A partir de los
colores primarios podemos conseguir otros tres colores:
cian, amarillo, y magenta, Illamados los colores
complementarios. Cian, amarillo, y magenta son
complementarios a los colores rojo, verde, y azul,
respectivamente, ya que combinados formaran el color
blanco.

Resolucién grafica. En un sistema grafico, se
representan colores para formar una imagen. Los colores
son combinados para formar tonos y otros colores en un
area pequena. Este area es llamada "pixel", que viene del
inglés: picture element o elemento pictografico (o de



imagen). Este elemento o pixel es la parte fundamental
mas pequeia que contiene informacion para crear una
imagen en un sistema grafico. Un conjunto de pixeles
forma una malla para crear una imagen completa. La
mayoria de los sistemas graficos (por no decir todos) usa
una malla rectangular con las mismas dimensiones de una
superficie rectangular: anchura y altura. La anchura es el
numero de columnas y la altura, el numero de filas de tal
superficie grafica. El numero de pixeles en la anchura y en
la altura constituyen la resolucion (grafica) de la imagen.
Por ejemplo, 640 x 480 significa que la resolucidon grafica
de la imagen constituye 640 columnas y 480 filas de
pixeles formando una malla de 307.200 pixeles. Analizando
otro ejemplo: 800 x 600, comprobamos que obtenemos una
imagen de 480.000 pixeles. Esta imagen contiene muchos
mas pixeles y por tanto mayor resolucion pictografica. Con
una mayor resolucion grafica se obtiene una mejor calidad
de imagen.

Cuando hablamos de mejor resolucion grafica, hablamos de usar
un numero mayor de lineas de pixeles en la horizontal y vertical.
Realmente, lo que esta pasando es que cuanto mas se junten los
pixeles, nos es mas dificil distinguir entre uno y otro pixel vecino.
Esto es debido en parte a la distancia fisica entre los conos en
nuestra retina y en parte a las condiciones visuales que dependen
de nuestro entorno. Esta habilidad de discernir detalles se llama
acuidad o agudeza (visual). Nuestra agudeza es menor por el
desgaste, al envejecer, y por efectos de nuestro entorno; por
ejemplo, al disminuir el contraste y brillo.

La resolucion y el concepto de una malla de areas de colores
son analogos a un mosaico. En tal forma de arte, un mosaico intenta
representar una imagen a partir de azulejos pequefnos de
determinados colores y tonos. Cada azulejo intenta aproximarse en



color a un area de la imagen, combinando los colores en susodicho
area, como refleja la siguiente imagen:

e LTL LT
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Mosaico

Modelos de colores. En sistemas graficos, los colores
son descompuestos y representados por combinaciones de
valores numéricos. Generalmente, se habla de un color
diferente para cada combinacién de valores. En realidad,




se esta hablando de tonos diferentes de colores, pero en el
argot informatico cada tono es tratado como un color
diferente. Por ejemplo, si se habla de un sistema grafico de
15 bits por pixel (bpp) tenemos a nuestra disposicion
32.768 colores, aunque en verdad sean unos cuantos
colores y varios miles de tonos. De igual forma, podemos
manipular 24 bpp obteniendo un conjunto de 16.777.216
colores.

Existen varios modelos de descomposicion de colores,
especialmente usados en tecnologia. Los modelos mas populares y
usados son RGB, RGBA, CMYK, HLS, e YUV:

 RGB. Estas siglas provienen del inglés red, green, y blue;
esto es, rojo, verde, y azul, respectivamente. Este trio de
colores intenta modelar el sistema visual humano. La
mayoria de los monitores y televisores se basan en este
modelo, debido a que estan basados en la emision de luz.
Este modelo también se le atribuye la propiedad de sistema
aditivo, ya que se afiaden las intensidades para formar un
color.

e RGBA. Se trata del mismo modelo RGB, pero con otra
propiedad: canal alfa. Este canal se usa como un indice de
la transparencia en un pixel. Esto nos sirve a la hora de
mezclar varios colores designados para un solo pixel. Este
modelo es mas reciente y se suele usar para crear efectos
y técnicas visuales como el suavizado de imagen (0
"anti-aliasing"), niebla, llamas, y objetos semi-
transparentes: cristal, agua, vidrieras, etcétera.

e CMYK. Las siglas representan, en inglés, cyan, magenta,
yellow y black; esto es, cian, magenta, amatrillo, y negro,
respectivamente. Los tres primeros colores son
complementarios a los de RGB. Este modelo se usa mas
en la imprenta para crear imagenes a partir de tintas de
colores. Para obtener un color mas vivo, se le aflade la
tinta negra también. Este modelo tiene la propiedad de



sistema sustractivo, ya que se restan las intensidades a la
luz. El pigmento se obtiene porque el material absorbe la
energia de la luz y por tanto una parte de su espectro. La
energia que transmite se percibe como un color
determinado. Por ejemplo, nosotros percibimos el color
verde, porque tal pigmento absorbe todos los "colores” del
espectro de la luz emitida y transmite/refleja el color verde.
HLS. En inglés, las siglas son hue, lightness o luminance, y
saturation; esto viene a ser, matiz, brillo, y saturacion,
respectivamente. Este modelo se basa en lo empirico de
nuestra percepcion visual. En lugar de usar un modelo
tricolor para formar otros colores y tonos, el modelo HLS se
basa en tres propiedades que sirven para definir los colores
que percibimos. El matiz es el color que solemos
denominar: azul, violeta, rojo, dorado, etcétera. El brillo
describe la vividez y brillo de un tono de color. La
saturacion diferencia la percepcion de un tono "puro” a otro
tono que ha sido mezclado con blanco para formar un tono
pastel - suave. Este modelo es usado por artistas,
prinicipalmente.

YUV también escrito YCbCr o incluso YPbPr. Este modelo
se basa en el modelo RGB, pero restringiendo y
descomponiendo algunos valores del RGB. YUV se usa en
sefnales de television y en equipos de video y grabacion
como S-Video, y MPEG-2 y por tanto DVD. Originalmente,
la principal razon de usar este modelo fue para mantener
compatibilidad con los televisores analdgicos en blanco y
negro, cuando se introdujeron los televisores en color.

El componente Y es el brillo total. U y V son componentes
cromaticos (colores) basados en los componentes rojo y
azul del modelo RGB. El proceso comienza con una
imagen en blanco y negro (Y). Luego, se obtiene el
componente U, mediante una resta entre Y y el
componente azul del RGB original, y V mediante una resta
entre Y y el componente rojo.



Representaciéon  grafica. Nuestro objetivo como
programadores graficos y como artistas es |la
representacion de nuestra realidad. Debemos
aproximarnos a la imagen ideal usando varias técnicas
visuales. En definitiva, estamos tratando de engafar a
nuestro sistema visual para que nuestra imagen aparente
ser real. Dicho de otra forma, tenemos que visualizar una
imagen de resolucion infinita en un area de resolucion
limitada. éste es el concepto principal de la representacion
grafica. Todas nuestras técnicas visuales y manipulaciones
de una o varias imagenes se basan en presentar una
imagen engafando al usuario lo suficientemente como para
que la imagen final aparente ser el objeto real. Sin
embargo, a veces debemos hacer sacrificios en nuestra
"mision" de crear ilusiones. Ya que existen limitaciones
segun el hardware de nuestro sistema grafico, es posible
que decidamos reducir la resolucién por falta de memoria,
tiempo de computacion, falta de tiempo y recursos,
etcétera. Tal filosofia se puede ilustrar por el cuadro de
René Magritte, Ceci n'est pas une pipe (1928).




"Esto no es una pipa"

El titulo, Esto no es una pipa, es cierto, ya que es una
representacion de una pipa, y no una pipa de verdad.

Modelar. Huelga decir que nuestra herramienta para
crear graficos es al fin y al cabo nuestro ordenador (o
computadora). Esto implica que tendremos que trabajar
con valores numéricos y por consiguiente deberemos
realizar calculos para conseguir nuestra imagen. Los
valores numéricos que usaremos representan vértices,
lineas, vectores, vértices (vértices en tres dimensiones), y
demas conceptos matematicos, al igual que Ia
manipulacion de bits para colores, combinacion de
imagenes, etcétera. Siguiendo la misma ldégica de la
representacion grafica, debemos representar un objeto
usando estos conceptos matematicos. Este concepto de



modelado se basa en la composicion de objetos primitivos
como veértices y lineas. Por ejemplo,

Si queremos representar un cuadrado, tendremos que guardar
informacion acerca de los vértices y lineas para poder recrear la
imagen de un cuadrado. Dibujamos una linea desde un vértice a
otro representando un lado de este cuadrado. Luego, dibujamos una
segunda linea desde el ultimo vertice a uno nuevo; y asi
sucesivamente hasta dibujar los cuatro lados del cuadrado.
Acabamos de definir, en términos de objetos primitivos, el modelo de
un cuadrado. Del mismo modo, podemos definir las caracteristicas
de un cubo: un conjunto de 8 vértices, 4 aristas, y 6 caras o planos.
Con esta informacidn, podemos crear una imagen desde cualquier
punto de vista: de lado, desde arriba, abajo, etcétera. También
podemos girar el objeto, mudarlo, cambiarlo de tamano, vy
deformarlo, con tan sélo aplicar férmulas a la informacién definida.
Al tratar con modelos de objetos de dos o tres dimensiones (0 mas),
nos aproximamos a un nivel mas matematico, y por tanto, el
ordenador nos ayuda a realizar los calculos necesarios.

Mapear. Ya que estamos usando conjuntos de pixeles
para representar imagenes, a veces necesitamos que la
imagen represente dimensiones mas "humanas". Digamos
que queremos crear una imagen de un mapa. Requerimos
que nuestro mapa nos dé informacion precisa. Por ello,
cada linea en nuestro mapa debe representar una longitud
determinada; por ejemplo, cada tramo de carretera
equivale a 10 kildmetros. Si esto es cierto para todos los
tramos de nuestra imagen, entonces nuestro mapa esta a
escala. Analogamente, podemos tener varias imagenes
pero de distintos tamanos. Necesitamos combinar estas
imagenes para que tengan la misma escala. Esto se
denomina mapear, del inglés mapping, o cambiar de
escala.



El cambio de escala también puede producirse debido al modelo
matematico. Por ejemplo, si queremos representar una ecuacion
matematica: y = 2x + 3, podemos calcular los valores de y a partir

de valores escogidos de x. Estas coordenadas se usaran para poder
seleccionar un pixel que las represente. Sin embargo, no todos los
valores van a ser posibles representar, segun los valores escogidos.
Realmente estamos hablando de representar una imagen en
dimensiones matematicas en un sistema grafico de pixeles.
Debemos realizar un cambio de escala y seguramente de
coordenadas.

El mapeo es necesario al tratar con objetos de diferentes
dimensiones y orientaciones. Se debe transformar el estado de
todos los objetos a una base para que sean compatibles. En el
ejemplo de la ecuacion matematica, acabariamos transformando las
coordenadas cartesianas calculadas a coordenadas en pixeles.



Capitulo 2 - Trazar Ecuaciones

Para comenzar, veamos un ejemplo practico del uso de graficos:
trazar la grafica de una ecuacidon. En este capitulo trazaremos la
ecuacion: y = 3x2 - 6. Como ya sabemos, esta ecuacion describe

una parabola céncava (hacia "arriba") - en el sentido positivo por el
eje-Y. Nosotros, como matematicos, trazamos tal grafica tomando
ciertos valores de x para calcular valores de y y asi crear
coordenadas por donde pasara la grafica. Al ser humanos, no nos
gusta tomar todos los posibles valores, por lo que creamos una tabla
de valores calculando algunas coordenadas, hasta que tengamos
una idea de ddénde situar la grafica. En nuestra ecuacion, sabemos
de antemano que se trata de una parabola, por lo que ya
conocemos su forma y estructura. En papel, aproximamos el trazado
a la grafica real, ya que no nos hace falta tanta precision; o sea, lo
hacemos a ojo de buen cubero. Sin embargo, esto no es posible al
crear la grafica en pantalla: necesitamos ser precisos.

Cambio de Coordenadas |

La ventaja que tenemos es que el ordenador no se "cansara" al
calcular todos los valores que requerimos, por lo que no tendremos
problemas de precision. Por otro lado, estamos intentado
representar una imagen de dimensiones infinitas - el plano
cartesiano, debido a los valores de x que son infinitos, en un area de
dimensiones finitas - la pantalla. Por lo tanto, debemos representar
la grafica ajustandonos a las dimensiones de nuestra pantalla. Las
dimensiones de la imagen equivalen a la resolucion grafica
establecida. Para este ejemplo, usaremos una resoluciéon de 800 x
600.



Ahora tenemos que pensar qué representa cada pixel que
activemos - demos color. Si establecemos que cada pixel equivale a
una unidad matematica, entonces no obtendremos una imagen
presentable. Hay que tener en cuenta que las unidades matematicas
no tienen por qué ser valores enteros, mientras que los pixeles si
deben serlos. Lo que tenemos que hacer es decidir los valores
minimo y maximo a usarse en la ecuacion. Digamos que queremos
ver parte de la grafica usando los valores de x : [-3, +3]; o sea,
x,i = -3y x,r = 3, los cuales representan los valores minimo y
maximo de las unidades del plano cartesiano, respectivamente. Aun
asi, no podemos usar todos los valores en este conjunto, ya que
serian infinitos. Como ya sabemos, no podemos representar valores
infinitos en un sistema de valores finitos (limitados). Tenemos que
repartir estos valores cartesianos de entre los posibles valores de la
pantalla del mismo eje X; es decir, tenemos que conseguir cambiar
el intervalo [-3, +3] al de [0, 799]. Los valores iniciales y finales son
faciles de averiguar: x,; = -3 =2 0y x, s = 3 = 799. Los demas
valores deberan ser calculados:

Primeramente, debemos cambiar la escala o longitud: 6 (=3-(-3))
unidades cartesianas a 800 pixeles (el numero de columnas); esto
implica que existen 6/800 unidades cartesianas por cada pixel, que
es lo mismo que decir: 0,0075 unidades/pixel. Dicho de otro modo,
cada pixel representara 0,0075 unidades cartesianas. Miremos unos
cuantos valores, para ilustrar este concepto:

Valores de X
Unidades Pixeles
Cartesianas

-3,0000

-2,9925

-2,9850

-2,9775

W N -0



2,9700 796

29775 797
2,9850 798
2,9925 799

También podemos establecer la relacion realizando la operacion
inversa: 800/6 = 133,3333 pixeles/unidad. Aqui podemos ver que
seria algo dificil representar 133,3333 pixeles, ya que los pixeles
son siempre enteros. Esto implica que obtendremos errores al
aproximarnos a un numero entero; en este caso, 133 (133,3333).

Cual sea la relacion, podemos averiguar un pixel determinado a
partir de una coordenada cartesiana determinada, y viceversa. Por
ejemplo, si tenemos la coordenada-X de un pixel, x, = 345, para
poder averiguar el valor de x en unidades cartesianas, realizamos la
siguiente operacion:

6 unidades |x, - Xyi!| unidades
————————————— = —_—,——,—,—e e - D
800 pixeles 1345 - x ;| pixeles
|345 - 0] pixeles * 0,0075 unidades/pixel = |x - (-3)| unidades
=
x = -0,4125 unidades.

Por otro lado, podemos averiguar el pixel correspondiente a la
coordenada-X, x, = -2,0000, aplicando la simple regla de tres:
800 pixeles |x. - x
6 unidades |-2,0000 - x,;| unidades
1,000 unidad * 133,3333 pixeles/unidad = |x, — 0| pixeles =
x = 133,3333 pixeles = x = 133 pixeles.

Del mismo modo, tenemos que averiguar los valores de y en
unidades cartesianas correspondientes con los valores en pixeles.



El numero de filas es 600 pixeles, segun nuestra resolucién que
hemos elegido. Ya que los valores del eje-Y son imaginarios, éstos
pueden ser calculados. Por esta razén, el conjunto de valores puede
ser ajustado segun los valores inicial y final del eje-X. Con x,; = -3,
obtenemos y, = 3 (x,)° - 6 = y, = 21. Con x,; = 3, obtenemos
Yy, = 21. Ahora averiguaremos la coordenada del valor minimo de y,,
de la curva con la siguiente formula: 6x, = 0 = x, = 0, y por tanto,
Yy, = -6. La formula usada proviene de la derivada de nuestra
ecuacion: y, = 3 (x,)? - 6, para averiguar el punto critico. Ahora
tenemos que los valores de y se encuentran entre [-6, +21]; esto es,
Yui = -6 e y, s = +21. Por lo tanto, necesitamos realizar otro cambio

de escala: 27 (=21-(-6)) unidades cartesianas a 600 pixeles (el
numero de filas). Esto quiere decirse que tenemos 27/600 = 0,0450
unidades/pixel. Veamos unos cuantos valores:

Valores de Y

Unidades Pixeles

Cartesianas
-6,0000 0
-5,9550 1
-5,9100 2
-5,8650 3
20,8200 596
20,8650 597
20,9100 598
20,9550 599

Calculemos el pixel que corresponda al valor en unidades
cartesianas de y, = 3 (-2,0000)? - 6 = y, = 6,0000. Nuevamente se
trata de aplicar la regla de tres con la informacion que tenemos:



600 pixeles | Vo = Ypil pixeles
27 unidades 16,0000 - y, ;| unidades

|6,0000 - (-6)| unidades * 22,2222 pixeles/unidad = Iyp - 0]
pixeles =

y = 266,6666 pixeles = y = 267 pixeles.

Por lo tanto, la coordenada (-2, 6), en el plano cartesiano, es
representada por la pareja columna-fila (133, 267), en la pantalla.

Observaciones

Es posible que el lector haya hecho unos cuantos calculos u
observaciones y haya descubierto que,

a. Aunque tengamos una serie de pixeles con coordenadas
continuas a lo largo del eje-X, las coordenadas del eje-Y no son
contiguas, en su mayor parte. Esto depende de la grafica y, por
tanto, del tipo de ecuacidén. Si estuviéramos trazando la grafica
de una ecuacion lineal de poca pendiente: y =mx + b, m : [0,1],
donde m es la pendiente, entonces todos los valores de cada
coordenada (x,, y,) serian contiguos. Perdemos precision en la

coordenada-Y, al ser precisos en la coordenada-X, y viceversa.
Un arreglo que podemos hacer es trazar lineas continuas entre
cada pixel que calculemos. Esto implica que cada pixel se
convertira en un vértice para luego ser unidos con lineas. En
resumen, aproximamos la curva de la grafica usando lineas.
Esto queda mejor explicado en la siguiente seccion: Explicacion
Detallada.

b. Las formulas presentadas no sirven para hallar los valores
finales de la coordenada x ni y. En nuestro ejemplo, estos
valores corresponderian a: x,; = 3 e y,s = 21; sus homologos en

pixeles son: x,r = 800 e yr = 600. Claro esta, estos valores son

1 pixel mas alla de la resolucion en cada direccion. Esto es
debido a que estamos aproximando un intervalo de valores



(cartesianos) como un valor unico (pixel). Por ejemplo, el valor
Xp = 4 representa el conjunto de valores x,, : [-2,9700, -2,9625).
Si nos fijamos, el valor limitante, -2,9625, no pertenece a este
intervalo, pero todos los valores anteriores pertenecientes si
son aproximados por x, = 4. Cuando llegamos al ultimo
intervalo, x,, : [2,9925, 3,0000), notamos que el ultimo valor
x,r= 3 no forma parte de este intervalo, aunque por defecto
tiene la misma representacion. No podemos hacer mucho para
corregir esta inexactitud; simplemente se nos han acabado las
columnas. Sin embargo, podemos hacer una de estas dos
posiblidades para intentar arreglarlo:

1. Trazar una linea usando como la ultima coordenada,

Xpr = 800 (el siguiente valor). La mayoria de los sistemas
graficos permitira dibujar en zonas inexistentes ya que
éstos realizan la tarea de eliminar pixeles "sobrantes" o
"irrepresentables”. Con esto, conseguiremos la parte de la
linea en el eje-Y. Aunque no lleguemos justamente a la
coordenada X, llegaremos lo suficientemente cerca.

2. Invertir el proceso de trazado. En vez de averiguar el valor
de y a partir del valor de x y posteriormente obtener su
correspondencia en pixeles, trataremos de averiguar los
valores de y que pertenezcan a sus complementos de x.

Explicacién Detallada

Como ya se ha explicado, los pixeles representan intervalos de
valores. En nuestro ejemplo, x, = 133 representa los valores de
x, : [-2,0025, -1,9950), calculando el valor de y, obtenemos
yu = 6,03001875 que corresponde a y, = 267,33375 = 267.
Realmente, el pixel (133,267) representa un area de valores:
x, : [-2,0025, -1,9950) e y,, : [6,0150, 6,0600). Esto se refleja en la
Figura 1.
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Figura 1

En la Figura 1, cada rectangulo representa la coordenada x, del

pixel. La anchura de cada rectangulo indica el recorrido de valores
de x,, que representa. Del mismo modo, actua cada rectangulo para
la coordenada y,,. Esto se muestra claramente en la Figura 2:
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Figura 2

El area de color violeta representa el pixel (x,,y,) para los
recorridos de los valores de x, e y,,.

Para aquellos lectores que tengan conocimientos de calculo
diferencial, ambas figuras asemejan la aproximacion del area debajo
de una curva. Al area real (precisa) la llamamos una integral. Sin
embargo, nosotros solo calculamos los valores para crear una serie
y no una suma, como es el método de la suma de Riemann. En la



Figura 2, tenemos los datos suficientes para comprobar nuestro
método:

n : Numero de particiones = recténgulos,
d : Distancia de nuestro intervalo.

X,1 ¢ Valor inicial de nuestro intervalo.

Usando los valores en la grafica, obtenemos:

X9 = [xyyr %Xg *+ 3/50)
x; = [xy + 3/50, x4 + 6/50)
Xy = [Xui + 6/50, Xyi T 9/50)

[x

N
Il

w ta*d / n, x,; + (atl)*d / n), a=20,1,2,...,n-1

a representa el numero de columnas de nuestra resolucion
grafica. Asi es como elegimos a nuestros valores en la coordenada
x. Para los valores en la coordenada y, aplicamos nuestra ecuacion
teniendo en cuenta el numero de particiones a lo largo del eje-Y. Por
esta razon debemos realizar un cambio de coordenadas del plano
cartesiano al plano grafico en pixeles.

Al ver ambas figuras, podemos observar que tal método nos es
suficiente para coordenadas que no se distancien mucho entre si.
Observando la curva hacia la derecha, nos damos cuenta de que los
valores de cada particion se alejan bastante, y por tanto optamos
por trazar lineas entre cada pixel. Esto es analogo al método
trapezoidal para la aproximacion de un area debajo de una curva.
Es decir, en vez de usar rectangulos, usamos trapezoides.

La otra observacion de ambas figuras es la representacion del
ultimo valor x,. La curva continda, pero la particibn no puede
representar x, Una alternativa es invertir el proceso de
aproximacion. En vez de usar el método de rectangulos inscritos,
usar rectangulos circunscritos o exteriores en vez de interiores.
Generalmente no podemos decidir cual método nos saldra mas
rentable, ya que depende de la ecuacion que queramos representar
y por tanto de la forma de la grafica.



Otro método que podemos implementar es realizar los calculos
inversos: a partir de coordenadas en pixeles, averiguar si
pertenecen a la ecuacidn en unidades cartesianas. Sin embargo,
para usar este método, tendriamos que comprobar todos los pixeles
en la pantalla. Para crear imagenes de fractales, si haremos uso de
este método. Para algunos fractales, la imagen no es el trazado de
la ecuacion, sino que se basa en una ecuacion. Este caso lo
veremos mas detenidamente en el siguiente capitulo: Fractales.

Cambio de Coordenadas i

Aun no hemos acabado con nuestra grafica. Al calcular los
valores y cambios de escala, lo hemos hecho en base a una
condicion: la orientacion del sistema de coordenadas del plano
cartesiano sea la misma que el sistema grafico; en nuestro caso, es
la pantalla. Generalmente, los sistemas graficos comienzan por la
coordenada (0,0) en la esquina superior izquierda. Esto implica que
la orientacion en el eje-X es positiva de izquierda a derecha y en el
eje-Y es positiva de arriba a abajo. En el plano cartesiano, por regla
comun, la orientacion positiva en el eje-X es de izquierda a derecha
y en el eje-Y de abajo a arriba. Como podemos observar, la
orientacion en el eje-X es la misma que en el plano cartesiano: de
izquierda a derecha, pero no en el eje-Y. Debido a esta diferencia,
debemos asegurarnos de la orientacion; de lo contrario, veremos
nuestros trazados en el sentido inverso, como si fueran vistos en un
espejo.

Para arreglar las orientaciones, necesitamos arreglar nuestras
formulas. Como ya se ha dicho, la orientacion en el eje-X no
necesita cambios, pero el eje-Y, si los necesita. Usaremos el mismo
ejemplo, y, = 6,0000. EI pixel y, en su orientacion correcta se

calcula de la siguiente forma:

600 pixeles |(ypi + alturap) - ypl pixeles
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27 unidades (6,0000 - y,;) unidades

|6,0000 - (-6)| unidades * 22,2222 pixeles/unidad = | (0+600) -
Vp | pixeles =

yp = 333,3333 pixeles = y, = 333 pixeles.

alturap : es la altura o el numero de filas de nuestra resolucion.

Aplicando un poco de logica y algebra, podemos usar la siguiente
formula:

600 pixeles | (vpe + 1) - yp| pixeles

_____________ ] —_——— e e $

27 unidades 16,0000 - yy;| unidades

|6,0000 - (-6)| unidades * 22,2222 pixeles/unidad = | (599+1) -

Vp!| pixeles =

Vo = 333,3333 pixeles = y, = 333 pixeles.

Al final, el pixel (133,333) representa correctamente el punto
(-2,6), en la mayoria de los sistemas graficos.

Formulas
Descripcion de Variables

Xpi Valor inicial de la
coordenada X en
pixeles

Ypi Valor inicial de la
coordenada Y en
pixeles

Xpf Valor final de la
coordenada X en
pixeles

Ypf Valor final de la

coordenada Y en
pixeles



Yui

Yuf

Yu

anchurap

[Xpt = Xpi + 1

aIturap

Valor arbitrario de
la coordenada X en
pixeles

Valor arbitrario de
la coordenada Y en
pixeles

Valor inicial de la
coordenada X en
unidades
cartesianas

Valor inicial de la
coordenada Y en
unidades
cartesianas

Valor final de la
coordenada X en
unidades
cartesianas

Valor final de la
coordenada Y en
unidades
cartesianas

Valor arbitrario de
la coordenada X en
unidades
cartesianas

Valor arbitrario de
la coordenada Y en
unidades
cartesianas

Numero de
columnas a
representar en
pixeles

Numero de filas a



Yof = Ypi + 11 representar en
pixeles

anchura,, Distancia entre los

Xyt - Xgil valores final e
inicial de las
coordenadas X en
unidades
cartesianas

altura, Distancia entre los

IVut - Vil yglqres final e
inicial de las
coordenadas Y en
unidades
cartesianas

Férmulas Usadas

Para hallar el valor
_de x, conociendo el

anchura, | X,
Xyl valor de Xp
anchurap |Xp -
Xpi|
Para hallar el valor
altura | (y.. dey,conociendo el

p .
- ypi 1) - vyl valor de y, si la

“““““ = ------ orientacion en
pixeles es de

altura, Vi ) .
— sentido contrario a
: la del plano
cartesiano
Algoritmo

Aqui exponemos el algoritmo para el trazado de una ecuacion:



Inicializar valores para: Xyi, Xyfr Yuir Yurr Xpir Xpgs
ij_I fo

anchura, « [xy¢ — Xyl

altura, <« |yyr = Yuil

anchura, <« |Xx - x.; + 1|

P pf pi

altura, « lype = Ypi * 1|

dx,, < anchura, / anchura

dygy < altura, / altura,

P

Xy < Xyi

Yy « funcidén( x, )
X_Oorig, < Xp;
Y_Orlgp - Ypf + l - dYup * |Yu - Yull

Bucle: x, < xg;+1 hasta x ¢ con incremento de 1

1 p

13. x
14. y, « funcidn( x

u < Xy Tr qup

)

u

LS. Ve = Ypre & L Sidy oy = v |

16. Dibujar Linea( x_origy, y_orig,, Xy , Yy )

17. x_origy « Xg

18. y_origy, « vy,

funcion() es la ecuaciéon cuya grafica queremos trazar. La funcion
Dibujar_Linea() hace alusion a la funcion basica de cualquier APl o
biblioteca grafica, para trazar una linea recta desde una coordenada
de pixeles a otra.

Ejercicios

Enlace al paquete de este capitulo.

1.

Escriba, para cada ecuacion, un programa que trace las
graficas de las siguientes ecuaciones y segun las restricciones
dadas:
ad. y(x) = O,SX4 - 2x3 + O,33X2 - 0,75x + 1,
Restricciones: x = [-1, +21, yv = [y(2), y(-1)1,
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Resolucion: 100 x 100.

Ejercicio 1a
b. y(x) = (1,5%x°> - 2,6x*> + 3,3x - 10) / (x> - 1,5x + 0,5),
Restricciones: x = [0, +21, y = elija un intervalo
apropiado,

Resolucion: 300 x 300,
Observacion: la ecuacion contiene dos asintotas verticales,
x, Y x,. Calcula, con anterioridad, estos valores de x para

gue la ecuacion no sea indeterminada en x = x, nien
X = XZ'

(Pista: Precalcula, x> - 1,5x + 0,5 = 0, ya que si el
denominador es 0, entonces la divisidon queda

indeterminada y por tanto la ecuacion se "dispara" a infinito
en el eje-Y positivo).

Ejercicio 1b

c.Six < 1,entonces y(x) = 1 - x?,811 < x < 9, entonces
v(x) = 1ln x, Six > 9, entonces y(x) = cos x,
Restricciones: x = (-1, +12], vy = elija un intervalo



apropiado,
Resolucion: 600 x 600.

Ejercicio 1c
d.vx) = |6 - x?],
Restricciones: x = (-5, +5], v = [0, +6],

Resolucién: 300 x 300 para la grafica, pero centrado en
una resolucion total de la ventana, portal, o zona de dibujo
de 500 x 500. Es decir, la grafica debe dibujarse en unas
dimensiones de 300 x 300, pero las dimensiones de la
ventana o zona de dibujo son de 500 x 500. La grafica
debe estar centrada con respecto a la ventana.

Ejercicio 1d

2. Elija dos de las ecuaciones anteriores y reescriba sus
programas para que trace las curvas usando el método descrito
en el ultimo parrafo de la seccion Observaciones, bajo b)2..
Esto es, trace la ecuacion a partir de valores dados para y, en
vez de x,. Compare las graficas obtenidas con este método
junto con el usado en el ejercicio anterior.

3. Escriba un programa para trazar la siguiente ecuacion:

f(x) =4/ n* [ Y( sen(nx) / n ) 1,donde



n=1,3,57,..., +~ (infinito).

Si escribimos unos cuantos términos de la suma, obtenemos lo
siguiente:

f(x) =4 / o * [sen(x) + sen(3x) / 3 + sen(bx) / 5 +
sen(7x) / 7 4+ sen(9x) / 9 + sen(llx) / 11 + sen(13x) / 13
+ ...,

Restricciones: x = [-2n, +2n), v = [-1,5, +1,5],

Resolucion: 800 x 800,

Como no podemos llegar hasta +infinito, entonces elegiremos

un intervalo finito. Esto es, n := [1,n~]. Para el valor de N, use:
a.N = 3,
Ejercicio 3a
b.~xn = 7,
Ejercicio 3b
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Ejercicio 3c

Observaciones: Cuanto mayor sea el valor de N, obtendremos
una mayor precision de la ecuacion. Esto implica que nuestro
error se reducira a 0 (cero) o al menos a un valor insignificante.
. La ecuacion presentada en el ejercicio #3 es, en realidad, la
serie de Fourier para esta ecuacion periodica:

Si-n < x < 0,entonces £(x) = -1. Si0 < x < +=, entonces
f(x) = 1.

Reescriba el programa del ejercicio anterior #3 - usando las
mismas restricciones y resolucién - para dibujar la funcién
anterior, presentada en este ejercicio #4. Si sabe manipular
colores, use distintos colores para cada trazado. Si no puede
distinguir un trazado del otro, entonces cree otro programa
diferente y ejecute ambos simultaneamente. Compare ambos
trazados. Después de varias sumas (por ejemplo, N = 21), el
trazado de la serie de Fourier (ejercicio #3) se parecera o
igualara al de esta ecuacién (ejercicio #4).

et et
IR IR

oDl |
SRV \/
Ejercicio 4



Observaciones: 1) La funcion no define algunos valores de £ (x)
para todos los valores de x. El dominio (valores de x) es el
intervalo (-1, 0) U (0, +1T), U significa union. Los valores x, = -,
x, = 0, Y x; = +n NO estan definidos para r (x).
2) La ecuacion anterior debe ser trazada peridodicamente. Es
decir, el mismo trazado debe ser igual para los intervalos
Xx = ... VU (-3m, -2mom) U (-2u, -o) U (-m, 0) U (0, +m) U
(+m, 2m) U (+2m, +3m) U ....La periodicidad es de 21T; 0 sea,
cada 21 unidades, la grafica se repite.
. Otra forma de crear curvas es basandonos en un parametro
comun para x e y. Esto seria, x = x(t) ey = y(t), donde t es
nuestro parametro. Tales ecuaciones estan en forma
paramétrica. Escriba un programa para trazar las siguientes
curvas paramétricas:

a.x(t) = sen(t), y(t)= cos(t), donde 0 £t < 2T,

Ejercicio 5a

b. x(t) = t*cos(t), y(t) = 3t*sen(t), donde 0 £t < 8T,



!

Ejercici
o0 5b

C. x ( =1—t / (1 + t?), y(t) =2t / (1 + t?), donde

.

Ejercicio 5¢

d. x(t) = a*cos(t) + b*cos(at/2) ,
yv(t) = a*sen(t) - b*sen(at/2), donde 0 £t < 21T,
Esta curva se denomina hipotrocoide. Pruebe con unos cuantos
valores para a y b y con diferentes intervalos de ¢, por ejemplo,
1.a=8,b=5



i

Ejercici
0 5d1

2.a=6,b=5

%

Ejercici
0 5d2

3.a=6,b=2

<>

Ejer
cicio
5d3

4.a=12,b=8

Ejercicio 5d4
5.a=14,b=8,6



Ejercicio 5d5

Elija las restricciones y la resolucion que mas convengan para
cada caso.

Observaciones: Al usar ecuaciones paramétricas, el parametro t
sirve para calcular la pareja de valores (x, y) que realmente es
(x(t), y(t)) en el plano cartesiano. Es decir, t no es representado en el
trazado de tales ecuaciones, sino que sirve de "ayudante" para
calcular los posibles valores de x e y. En los anteriores ejercicios,
nos basabamos en los valores incrementales de x,. Sin embargo,
ahora tenemos un valor en unidades cartesianas, t, que regula la
iteracion. Los incrementos de los valores de t no son facilmente
visible. Intente seguir esta formula para definir el incremento de t
para cada iteracion:
delta t = |t - t;| / n,
donde t; y t; son los valores inicial y final de t, respectivamente. n es
el numero de muestras o valores de t, esto implica que cuanto
mayor sea n, mas coordenadas tendremos y por lo tanto mas
precisos seran nuestros calculos. Esta precision conlleva a una
curva mas curva (valga la redundancia).



Capitulo 3 - Fractales

Continuemos con otro ejemplo. En este capitulo veremos algo de
teoria acerca de fractales, y cdmo crear la imagen de un fractal a partir
de su ecuacion. Las aplicaciones de las imagenes de fractales no son
muy populares, pero si tienen un toque artistico y estético para algunas
personas. Desde nuestro punto de vista, es un buen ejemplo para
manipular los pixeles de la pantalla individualmente y también para
tratar vectores, como un adelanto al tema.

Concepto

El término fractal viene de "dimensién fraccional" - en
inglés, fractional dimension. La definicion de un fractal es un
objeto o cantidad que muestra auto-semejanza para todas las
escalas. El objeto no tiene por qué demostrar la misma
estructura en todas las escalas, pero si el mismo tipo de
estructura. Para que los lectores se hagan una idea, piensen
que la longitud de un fractal es la longitud del borde (o la
"costa") medida con reglas de diferentes longitudes. Cuanto
mas corta sea la regla, mas grande es la longitud medida. Esta
conclusion es conocida como la paradoja de la costa.

Las imagenes de fractales pueden ser generadas a partir de una
definicion recursiva. Tal definicidn puede ser el trazado de lineas rectas
basandose en una gramatica. Este conjunto de reglas se denomina
reglas de produccion, como es el caso de la curva de Koch, en la Figura
1.



Figura 1 - Koch

También podemos dibujar el conjunto de valores que forman parte
de una definicién recursiva, como es el caso del fractal de Mandelbrot,
en la Figura 2.

Figura 2 - Mandelbrot

Explicaremos estos fractales en mayor detalle a continuacion.

Fractales: Curva de Koch



La curva de Koch se construye dividiendo un segmento en tres
partes iguales. El segundo segmento - el segmento del medio - forma la
base de un triangulo equilatero, pero sin representar este segmento - la
base. Esto significa que tenemos un segmento horizontal seguido de
dos segmentos, estos dos ultimos en forma de triangulo, y luego
seguido de un tercer segmento horizontal. Esta estructura es la primitiva
para construir esta curva. En siguientes repeticiones, cada segmento de
esta curva primitiva es a su vez sometido al mismo algoritmo: segmento
horizontal seguido de dos segmentos terminando en la "punta" de un
triangulo equilatero y seguido por un tercer segmento horizontal.

La estructura primitiva se puede definir usando la siguiente regla o
axioma de produccion:

A - ATADDATA,

donde A indica avanzar, lo cual implica trazar una linea recta,

| es girar a la izquierda, y

D es girar a la derecha.

En el caso de la curva de Koch, cada giro se hace con un angulo de
60° = 11/3 radianes. Los angulos son 60° porque la curva de Koch se
construye en base a un triangulo equilatero. Todos los angulos de un
triangulo equilatero son 60°.

Podemos observar el estado inicial de la curva de Koch, que
simplemente es una linea recta, en la Figura 3. Siguiendo la regla que
tenemos, avanzamos una sola vez.

Figura 3 - Koch n=0

Para la primera iteracion, obtenemos la secuencia: AIADDAIA con
un angulo de giro de 60°. Realmente estamos sustituyendo la regla de
avanzar, inicialmente establecida, por la secuencia descrita por la regla
de produccion:

1. Avanzar el primer tercio.



Girar 60° a la izquierda.
Avanzar otro tercio.
Girar 60° a la derecha.
Girar 60° a la derecha.
Avanzar otro tercio.
Girar 60° a la izquierda.
Avanzar el ultimo tercio.

PN WN

Obtenemos una imagen como en la Figura 4.

Figura 4 - Koch n=1

En la segunda iteracion, realizamos el mismo método basandonos
en nuestra regla de produccion. Aplicamos: A — AIADDAIA para cada
'‘A'. Esto implica que sustituimos cada 'A' por su definicion para lograr el
siguiente producto: AIADDAIA | AIADDAIA DD AIADDAIA | AIADDAIA.
He aqui el elemento recursivo. Al seguir esta regla obtenemos una
imagen como la presentada en la Figura 5.

Figura 5 - Koch n=2

Podriamos reescribir la definicibn de esta regla para reflejar la
recursividad:

Ay — Avanzar

A.+1 — ALIADDA,IA,

donde n indica el numero de repeticiones.

Para trazar estas lineas y seguir la regla de produccion, nos
basamos en la idea de un cursor grafico. Este cursor contiene una
pareja de coordenadas que describe su posicion actual y un angulo que



describe su orientacion. Necesitamos definir previamente la longitud
inicial de A,. Cada vez que "avancemos", calculamos la siguiente
posicion usando a) la posicion actual del cursor como punto inicial, b)
tomando un tercio de la longitud inicial, y c) aplicando trigonometria
(senos y cosenos) con el angulo del cursor. La razon de usar un tercio
de la longitud es para reducir el tamafo de cada figura para que la
imagen final se limite a una distancia adecuada. Si usaramos la misma
longitud inicial para cada segmento, entonces obtendriamos una
imagen bastante grande cuantas mas iteraciones hiciéramos; es decir,
cuanto mayor sea el valor de n. La imagen seria tan grande que
posiblemente parte de ella sobresalga la pantalla. Por esta razoén,
optamos por dividir el segmento inicial en partes de menor longitud,
para que la curva final sea mas manejable.

Algoritmo

El algoritmo para trazar la curva de Koch se divide en dos partes. La
primera parte, Iniciar_Koch(), es basicamente invocar la funcion
recursiva, Dibujar Koch(). La segunda parte, Dibujar Koch(), es el
algoritmo de la funcién recursiva en si.

Para Iniciar_Koch(), el algoritmo es:

Iniciar Koch( Punto Inicial, Longitud, Numero Iteraciones )

1. Declarar: Cursor como un punto y un angulo
2. Inicializar Cursor:

3. Cursor.punto « Punto Inicial
4. Cursor.angulo < O

5. Dibujar Koch( Cursor, Longitud, Numero Iteraciones )
6. Terminar

Como angulo inicial, elegimos 0 radianes. Esto implica que estamos
en direccion horizontal y con una orientacion hacia la derecha.

Longitud es la distancia entre el punto inicial y final.

Para Dibujar_Koch(), el algoritmo es:



Dibujar Koch( Cursor, Dist, N )
1. Si N = 0 entonces, // A(vanzar)
2. Cursor.punto « Avanzar ( Cursor, Dist )
3. Terminar
4. Si no, entonces, // Recursividad: A-AIADDAIA

5. Dibujar Koch( Cursor, Dist/3, N-1 )

// A

6. Cursor.angulo « Cursor.angulo + /3
// I

7. Dibujar Koch( Cursor, Dist/3, N-1 )
// A

8. Cursor.angulo « Cursor.angulo - m*2/3
// DD

9. Dibujar Koch( Cursor, Dist/3, N-1 )
// A

10. Cursor.angulo « Cursor.angulo + m/3
/]I

11. Dibujar Koch( Cursor, Dist/3, N-1 )
// A

12. Terminar

Dist es la distancia o longitud de cada segmento.
N es el numero de iteraciones.
Para Avanzar(), el algoritmo es:

Real Avanzar ( Cursor, D )

Declarar P como un punto: (x,Vy)

P.x « Cursor.punto.x + D*cos( Cursor.angulo )

P.y « Cursor.punto.y + D*sen( Cursor.angulo )

Dibujar Linea( Cursor.punto.x, Cursor.punto.y, P.x, P.y )
Terminar( P )

g s w N

D es la distancia o longitud del segmento a trazar.
Dibujar_Linea() es la funcion basica, en cualquier API o libreria
grafica, para trazar una linea recta desde un pixel a otro.



En el algoritmo, debemos actualizar el Cursor después de cada
operacion: avanzar o girar. Una vez acabada un avance, actualizamos
la posicion de Cursor.punto con la nueva posicion (calculada). Para
realizar un giro, agregamos o restamos el angulo en Cursor.angulo.

Observaciones

Para trazar las lineas rectas, podemos usar directamente los valores
de los pixeles. Sin embargo, como los pixeles deben ser valores
enteros, no podemos guardarlos como tales en Cursor.punto. Si lo
hiciéramos, entonces perderiamos informacion al truncarse la parte
decimal. Esto implicaria que la imagen contendria errores visibles,
especialmente al repetir muchas veces: n > 1. Para evitar este efecto,
guardamos los pixeles en Cursor.punto como valores decimales. En el
momento de trazar la linea recta, debemos convertir tales valores
decimales a enteros usando cualquier método de redondeo. De esta
forma, sdlo truncamos los valores en el momento propicio (al trazar una
linea recta), pero manteniendo la informacidén en nuestro cursor grafico
y asi no producir errores de aproximacion.

En el algoritmo anterior, no hemos tenido en cuenta la orientacion
del eje-Y de la pantalla (en pixeles). Esto es porque la funcién
Dibujar _Linea() se hace cargo de ello. De todas formas, podemos
implementar este cambio de orientacion con simplemente cambiar el
signo del angulo: girar a la izquierda es negativo y girar a la derecha es
positivo. Segun las reglas de trigonometria,

cos( -x )
sen( —-x )

cos( x ), ¥y
-sen( x )

En nuestro algoritmo, esto implica que el valor de la coordenada X
permanece invariado, mientras que el de la coordenada Y es de sentido
negativo. Esto es justo lo que necesitamos, ya que la mayoria de los
sistemas graficos definen la orientacion del eje-Y como positivo desde
arriba a abajo, en vez de la orientacion convencional del plano
cartesiano.

Explicacion Detallada



Para aquellos lectores que les interese conocer mas acerca de las
matematicas relacionadas con estos conceptos, expondremos una
explicacion acerca de este fractal. No es necesario seguir esta
explicacion para dibujar fractales, por lo que el lector puede saltarse
este apartado.

La dimension fraccional - también denominada dimensiéon de
capacidad o dimensiéon de Hausdorff - para la curva de Koch se basa en
la longitud y numero de tramos de cada iteracion. Dejemos que N, sea
el numero de tramos, segun la iteracion n, y L,,, la longitud de cada
tramo, segun la iteracion n.

Ny, =1, (Imagen de la Figura 3)
N; = 4, (Imagen de la Figura 4)
N, = 16, (Imagen de la Figura 5)
N3 = 64,

N, = 4%,

Ly = 1, (Imagen de la Figura 3)
L, = 1/3, (Imagen de la Figura 4)
L, = 1/9, (Imagen de la Figura 5)
Ly = 1/27,

L. =1/3" = 3™

El calculo de la dimension de la capacidad, dcap, es:

1n N, 1n 4" n * 1ln 4
degp = - 1im 0 —————- = - lim . ——————- = - lim , . ——————————~- =
1n L, 1n 37" -n * 1n 3
In 4 in 4
= lim . -————-- = —————- = 1,261859507. ..
In 3 In 3

(Nota: « se refiere al concepto matematico de "infinito").



La dimension de la curva de Koch es 1,262, aproximadamente.
Podemos comprobar este valor aplicando la siguiente féormula:

N, = L, % = N, = (37)71262 o5y, = 4°

n

Aqui vemos que dc,, es el exponente para L, que equivale a N,,.
Ejercicios
Enlace al paquete de este capitulo.

1. Escriba un programa que dibuje la curva de Koch. Se puede
implementar el algoritmo mostrado en el capitulo. Prueben con
varios valores de N; N=2,3,4. Después de muy pocas pasadas no
se notara visualmente gran diferencia de detalle en la imagen.
Prueben con una resolucion aceptable: 300x300 6 500x500.
También se puede cambiar el angulo inicial de 0 radianes a 11/4
radianes (=45°), o al que guste.

2. Uno de los ejemplos mas populares es crear el Copo de Nieve de
Koch. Esto se hace creando la curva de Koch basada en un
triangulo equilatero en vez de una linea recta horizontal. Dicho de
otra forma,

B — IA,DDA,DDA,, con un angulo de 60° (=11/3 radianes) para
formar el tridngulo equilatero a partir de la "base".
Ay — Avanzar,

An+qs — AIA DDA A,

Hemos agregado otra "regla”, B, para describir la estructura que
formara la base: un tridngulo equilatero. Basicamente, estaremos
dibujando 3 curvas de Koch situadas en cada lado del triangulo,
con las "puntas" hacia fuera. Después de unas cuantas iteraciones,
la figura dara forma a un copo de nieve.
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Copo de Nieve - N=5

El ejercicio consiste en crear un programa que dibuje el copo de
nieve de Koch descrito anteriormente.
. Otro ejemplo popular es realizar el Anti-Copo de Nieve de Koch.
Esto consiste en dibujar las curvas de Koch con las puntas hacia el
interior del triangulo al igual que tener un triangulo invertido; el
triangulo se apoya con su pico y con un lado hacia en la parte
superior en vez de en la inferior. Existen varias formas de realizar
este fractal. Podemos optar por cambiar la regla de:
a. A,+1 para que la punta de la curva de Koch se oriente hacia la
derecha. Es decir,
A.+1 — ADALIA DA, 0
b. B para que la forma de dibujar el triangulo equilatero basico ya
tenga una orientacién inversa. Esto implicaria que,
B — IAlIA, A, a partir del "pico” del triangulo invertido.



Anti-Copo de Nieve - N=5

Escriba un programa que dibuje el anti-copo de nieve descrito en
este ejercicio.

4. Con estas reglas de produccion, podemos construir muchos tipos
de figuras. Escriba un programa para dibujar cada figura descrita
por las siguientes reglas de produccion:

a. La Isla de Gosper,
B — A,DA,DA,DA,DA,DA,, describe un hexagono regular,
Ay — Avanzar,
A+ — ALIA DA,
Todos los giros se hacen con un angulo de 60° (= 11/3
radianes).
Resolucion: 400x400.
Longitud original (del Avance): 250 pixeles.
Division del tramo: d=1/3.
Calcule A,.



Isla de Gosper-N =4

b. Fractal de Cesaro,
B — A,IAIA,IA,, con un angulo de 90° (=11/2 radianes),
describe un cuadrado,
Ay — Avanzar,
A.+1 — ALADDAIA,,
Los giros de A, se hacen con un angulo de 60° (=1/3
radianes). Esta regla es la misma que la curva de Koch, pero la
regla de la base es un cuadrado. Los picos de la curva de Koch
apuntan al interior del cuadrado. Esto "restara" al cuadrado
original. Obtendremos una imagen parecida a un copo de
nieve.
Resolucion: 400x400.
Longitud original (del Avance): 250 pixeles.
Division del tramo: d=1/3.
Calcule A,.



Fractal de Cesaro - N=4

5. Una limitacion, que podemos observar con las reglas de produccion
presentadas en este capitulo, es que son lineales. Seguimos
avanzando, a medida que leemos - e interpretamos - los simbolos,
hasta terminar segun la profundidad en que nos encontremos.
Ahora agregaremos la caracteristica de recordar un lugar en
nuestra regla y poder volver a ello. Podemos agregar otros dos
simbolos a nuestra gramatica que forman las reglas de produccion;
éstos son: [y ]. El corchete abierto, [, representa que el Cursor es
agregado a una pila. El corchete cerrado, ], indica que se saca -y
se usa - el Cursor de la pila. Observen que la informacion guardada
es tanto la posicion como el angulo del Cursor.

Escriba un programa que dibuje una figura para cada una de las
siguientes reglas de produccion:
a. arbol sin hojas pero con muchas ramas,
Ay — Avanzar,
An+1 = AlIALAGDAA,,
angulo inicial: 90° (=11/2 radianes) - para que el arbol esté "de
pie".



Todos los giros se hacen con un angulo de 27° (= 0,471239
radianes).

Resolucion: 400x400.

Longitud original (del Avance): 400 pixeles.

Division del tramo: d=1/3.

Calcule Ag.

Arbol - N=6

b. Fractal de Hielo, basado en un triangulo,
B — IA,DDA,DDA,, con un angulo de 60° para formar el
triangulo equilatero,
Ay — Avanzar,
An+1 — AAALTADDDAIIA . DDDA A ALA,,
Todos los giros se hacen con un angulo de 60° (= 11/3
radianes).
Resolucion: 400x400.
Longitud original (del Avance): 380 pixeles.
Division del tramo: d=1/6



Calcule A,.

Fractal de Hielo - N=4

c. Fractal de Hielo, basado en un triangulo,
B — A lIA,IIA,, con un angulo de 60° para formar el triangulo

equilatero,
éste es el mismo fractal que el anterior en b), pero el fractal
"crecera" hacia el interior del triangulo.



Fractal de Hielo - N=4

d. Fractal de Hielo, basado en un cuadrado,
B — A,IAIA,IA,, con un angulo de 90° (=11/2 radianes),
describe un cuadrado regular,
Ay — Avanzar,
A+1 — AALADDAIA A,
Todos los giros se hacen con un angulo de 90° (= 11/2
radianes).
Resolucion: 400x400.
Longitud original (del Avance): 267 pixeles.
Division del tramo: d=1/4.
Calcule A,.
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Fractal de Hielo - N=4

e. Fractal de Hielo, basado en un cuadrado,
B — A,DA,DA,DA,, con un angulo de 90° (=11/2 radianes),
describe un cuadrado regular,
éste es el mismo fractal pero el fractal "crecera" en el interior
del cuadrado.
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Fractal de Hielo - N=4

f. arbol con ramas y hojas,
A, — Avanzar,
An+1 = ApAGTIAL]DA,],
angulo inicial: 90° (=11/2 radianes) - para que el arbol esté "de
pie".
Todos los giros se hacen con un angulo de 30° (= 11/6
radianes).
Resolucion: 400x400.
Longitud original (del Avance): 200 pixeles.
Division del tramo: d=1/2.
Calcule A;.
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Arbol - N=7

6. Ahora agregaremos otro simbolo a nuestra gramatica. Se trata de
la letra E que indica avanzar en el tramo que se encuentra pero en
forma de espejo. Tenemos que invertir las instrucciones de la regla
al igual que cambiar todos los casos de Izquierda a Derecha y de
Derecha a Izquierda. Por ejemplo, si tenemos la siguiente regla:
Ay — Avanzar,

Ey, — Avanzar,

A..1 — IE,A,DA,DEIA,, con un angulo de giro de 90° (= /2
radianes), y

E.+1 — ADE,IAIAE.D

Como pueden observar, E, .4 invierte el orden de la regla de A, .4 Y
luego cambia todos los giros Iy D a D e |, respectivamente.

Para A4, la regla es simplemente: IEqADADEIA, como Ej es
igual a A, entonces la regla es equivalente a: IAGAGDAGDAGIA,
Para A,, la regla se convierte en: IE;A;DADE,IA,



Esta regla se expandira a: | AjDElAGIAED IEgAGDAGDEIA, D
AgDEIAGIANED D IEgAGDAGDEIAg | AgDEIAGIAGE(D
7. Cree un programa para que trace cada uno de los siguientes
fractales:
a. Curva basada en Peano,
Ay — Avanzar, y
A, .1 — IE,ADADEIA,, con un angulo de giro de 90° (= 1/2
radianes)
angulo inicial: -132,825° (= -2,3182 radianes) o si lo prefieren:
227,175° (= 3,9650 radianes).
Resolucion: 400x400.
Longitud original (del Avance): 231 pixeles
Divisién del tramo: d=V(1/5) = 0,44721.
Calcule As,.

Curva basada en Peano - N=5

b. Curva de Peano-Gosper,
Ay — Avanzar,

A,+1 — A IEIIE,DA DDA A.DE,|,



Todos los giros se hacen con un angulo de 60° (= 11/3
radianes).

Resolucion: 400x400.

Longitud original (del Avance): 300 pixeles.

Division del tramo: d=v(1/7) = 0,37796.

Calcule Ag,.

Curva de Peano-Gosper - N=5

c. Curva de Peano-Sierpinski,
Ay — Avanzar,
A,.+q — IE,DA,DE,I,
Todos los giros se hacen con un angulo de 60° (= 1/3
radianes).
Resolucion: 400x400.
Longitud original (del Avance): 400 pixeles.
Division del tramo: d=1/2.
Calcule Ag.



Curva de Peano-Sierpinski - N=8

Fractales: Triangulo de Sierpinski

El segundo ejemplo de fractales que veremos es el triangulo de
Sierpinski. Este triangulo también se basa en un método recursivo,
como el ejemplo anterior. Comenzamos con un triangulo equilatero,
como muestra la imagen de la Figura 1.



Figura 1 - Sierpinski n=0

En cada pasada, dividimos el triangulo en tres triangulos mas
pequenos. Los lados de cada "sub-triangulo" equilatero tienen la mitad
de longitud que los del triangulo original, el cual estamos dividiendo.
Con la mitad de longitud, el area de cada subtriangulo es un cuarto del
original. Por lo tanto, podemos rellenar el triangulo original con cuatro
triangulos pequenos. En el fractal de Sierpinski, sélo nos interesamos
con tres subtriangulos, por lo que el triangulo invertido en el centro es
realmente un "agujero”. Esto se observa mas claramente en la Figura 2.



Figura 2 - Sierpinski n=1

Con la tercera pasada, dividimos cada subtriangulo como si fuera el
original. De nuevo obtenemos tres triangulos mas pequefios y un
agujero en el centro. El total sera de nueve triangulos y cuatro agujeros.
Esto se percibe mas claramente en la Figura 3.

Figura 3 - Sierpinski n=2



Nuevamente, podemos observar el elemento recursivo en este
fractal, para generar el triAngulo de Sierpinski. Comenzamos con tres
puntos (A, B, y C) formando las coordenadas de los vértices del
triangulo original. Luego, la funcidon recursiva averiguara la mitad de
cada lado (AB, BC, y CA) usando los vértices. El orden para subdividir
cada triangulo es irrelevante: el izquierdo, el derecho, y luego el
superior, 0 cualquier orden que se quiera seguir.

Algoritmo

El algoritmo para dibujar el triangulo de Sierpinski se puede separar
en dos partes principales. La primera parte, Iniciar_Sierpinski(), es
sencillamente la invocacion a la funcidn recursiva, Dibujar_Sierpinski().
La segunda parte es el algoritmo de la funcion recursiva en si,
Dibujar_Sierpinski().

Para Iniciar_Sierpinski(), el algoritmo es:

Iniciar Sierpinski ()

Declarar: A, B, y C como puntos

Inicializar: A, B, y C

Dibujar Sierpinski( A, B, C, Numero Iteraciones )
Terminar

W N

A, B, y C son los vértices del triangulo original.
Para Dibujar_Sierpinski(), el algoritmo es:

Dibujar Sierpinski( A, B, C, N )
1. Si N =0 entonces, // Tridngulo Minimo

2. Dibujar Triangulo Relleno( A, B, C )
3. Terminar

4. Si no, entonces, // Dividir en 3 tridngulos
5. AB « Mitad( A, B )
6. BC « Mitad( B, C )
7. CA « Mitad( C, A )
8. Dibujar Sierpinski( A, AB, CA, N-1 )



9. Dibujar Sierpinski( AB, B, BC, N-1 )
10. Dibujar Sierpinski( CA, BC, C, N-1 )
11. Terminar

A, B, y C son los vértices del triangulo o subtriangulo.
N es el numero de iteraciones.
Para Mitad(), el algoritmo es:

Real Mitad( P1, P2 )

1. Resultado.x « (Pl.x + P2.x)
2. Resultado.y « (Pl.y + P2.y)
3. Terminar ( Resultado )

/ 2
/ 2

En el algoritmo, no dibujamos nada hasta llegar al triangulo mas
pequeno; o sea, N = 0. En los otros niveles de profundidad, N > 0, sdlo
dividimos cada lado en tres triangulos mas pequefios y calculamos las
dimensiones de cada subtriangulo.

La funcion Dibujar_Triangulo Relleno() hace referencia a una
funcion de la biblioteca o API grafica para dibujar un triangulo segun las
vértices dadas en orden. Esto es, se trazan las lineas del primer vértice
al segundo (A—B), del segundo al tercero (B—C), y del tercero al
primero (C—A). El tridngulo es dibujado y rellenado con los colores
previamente establecidos.

Observaciones

Como sucediod con la curva de Koch, podemos usar directamente los
valores de los pixeles para describir los vértices del triangulo. Sin
embargo, como los pixeles deben ser valores enteros, no podemos
guardarlos como tales en A, B, y C. Si lo hicieramos, entonces
perderiamos informacion al ser truncada la parte decimal. Esto
implicaria que la imagen contendria errores visibles: los lados de los
triangulos no son tan rectos, especialmente al repetir muchas veces:
n > 1. Para evitar este efecto, guardamos los pixeles en A, B, y C como
valores decimales. En el momento de dibujar el triangulo, debemos



convertir tales valores decimales a enteros usando cualquier método de
redondeo. De esta forma, soélo truncamos los valores en el momento
propicio (al dibujar un triangulo), pero manteniendo la informacion y asi
no producir errores de aproximacion.

En el algoritmo anterior, no hemos tenido en cuenta la orientacion
del eje-Y de la pantalla (en pixeles), esto es porque hemos usado
pixeles directamente. Por lo tanto, estamos calculando y dibujando en el
mismo plano: la pantalla o pixeles. Esto implica que no necesitamos
realizar ningun tipo de conversién o cambio de coordenadas.

Explicacion Detallada

Para aquellos lectores que les interese conocer mas acerca de las
matematicas relacionadas con estos conceptos, expondremos una
explicacidn acerca de este fractal. La dimension de capacidad para el
triangulo de Sierpinski se basa en la longitud y niumero de triangulos
pintados de cada iteracion.

Dejemos que N,, sea el numero de triangulos, segun la iteracion n, y
L,,, la longitud de cada lado, segun la iteracion n.

Ny = 1, (Imagen de la Figura 1)
N, = 3, (Imagen de la Figura 2)
N, = 9, (Imagen de la Figura 3)
N3 = 27,

N, = 37,

Ly = 1, (Imagen de la Figura 1)
L, =1/2, (Imagen de la Figura 2)
L, = 1/4, (Imagen de la Figura 3)

L, = 1/2% = 27"

El calculo de la dimension de la capacidad, dcap, es:



1n N, 1n 3% n * 1n 3
degp = - 1im 0 —————= = - lim [ . ——————- = - lim , . ——=———————~- =
1n L, ln 27" -n * 1n 2
In 3 In 3
= lim | . -———---- = ———-—- = 1,584962501...
In 2 In 2

(Nota: « se refiere al concepto matematico de "infinito").

El triangulo de Sierpinski comienza como un objeto de dos
dimensiones; o sea, una superficie. En cada iteracion, se le "agregan”
agujeros al triangulo. Llevado a infinito, obtenemos mas agujeros que
superficie, hasta quedarnos con un objeto de lineas rectas. Sin
embargo, una linea recta es un objeto unidimensional. Es decir, hemos
ido de un objeto 2D a un objeto 1D. La pregunta principal es ¢qué
dimension tiene este objeto? Segun hemos visto, la dimension debe
quedar entre 1 y 2 dimensiones. Esta idea conlleva a la idea de una
dimension fraccional. En el caso del triangulo de Sierpinski, obtenemos
una dimensién aproximada de 1,6, que efectivamente queda dentro de
nuestro intervalo de 1 y 2 dimensiones.

Para dar un ejemplo, como explicacion, imaginaos que tenemos un
queso suizo con mas agujeros que queso, hasta tal punto que tenemos
un hilo de queso, pero todo agujero.

Ejercicios
Enlace al paquete de este capitulo.

1. Escriba un programa que dibuje el tridngulo de Sierpinski. Se puede
usar el algoritmo presentado en este capitulo. Use las siguientes
restricciones y condiciones iniciales:

Resolucioén: 500 x 500.
Calcule, con N=5 iteraciones.

2. El triangulo de Sierpinski no tiene por qué ser equilatero. Construya
el triangulo de Sierpinski para cada triangulo descrito por sus
vértices, use las siguientes restricciones:

Resolucion: 500 x 500
Calcule, con N=4 iteraciones.
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a. A=(0,0), B =(499, 499),y C = (0, 499);
b. A=(250, 0), B=(375,499),y C = (125, 499);
c. A =(300, 50), B = (400, 400), y C = (10, 200);

3. Escriba el triangulo de Sierpinski, pero ahora se perturbara los
vértices. Cada vez que se calculen los puntos medios para cada
subtriangulo, se agregara un valor aleatorio en una orientacion
aleatoria. La forma mas sencilla de hacer esto es seleccionando un
intervalo para la perturbacién. Por ejemplo, elegimos un intervalo
de 5 pixeles. Necesitamos generar numeros aleatorios entre -2 y
+2. Si por casualidad generamos el valor 0 (cero), entonces no
realizamos ninguna perturbacion. Las perturbaciones se deberan
hacer en ambas direcciones: eje-X y eje-Y. Para una coordenada
(x, y) agregamos dos valores aleatorios, a y b, a cada elemento,
obteniendo (x+a, y+b).

4. En lugar de usar triangulos, podemos usar cuadrados.
Comenzamos con un cuadrado como figura original. En la primera
iteracion, dividimos nuestro cuadrado original en 9 cuadrados mas
pequefos de igual tamafio. El cuadrado central esta vacio y queda
como agujero, mientras que los demas son rellenados formando un
borde. En las demas iteraciones, cada subcuadrado es sometido al
mismo proceso. A este fractal se le denomina Alfombra de
Sierpinski. La siguiente figura puede servir de ejemplo:

Alfombra de
Sierpinski N=[0,4]

Escriba un programa para representar la alfombra de Sierpinski con
las siguientes restricciones y valores iniciales:



Resolucion: 500 x 500.
Calcule, con N=4 iteraciones.

Fractales: Mandelbrot

El tercer y ultimo ejemplo de fractales que daremos es el famoso
fractal de Mandelbrot. Este fractal se basa en una ecuacién y un método
iterativo. La imagen que mostramos no es una grafica de una ecuacion
sino un conjunto de valores.

Partimos de la ecuacion: Z,., = Z,2 + C, donde Z y C son nimeros
complejos y n = 0. Inicialmente, Z; = C. Z es la variable, C una
constante, y n el indice para la secuencia y por tanto para la iteracion.
Brevemente, los numeros complejos se componen de dos partes
distintas: la parte real x y la parte imaginaria y. Podemos escribir un
numero complejo como z = x + iy, donde x e y son numeros reales e i es
el nimero complejo definido como i = V-1. También se puede reescribir
usando la siguiente notacion: (x, y).

Para la ecuacién de Mandelbrot, podemos reescribirla en la forma de
sus componentes:

(Xn+l'yn+l) = (an_yn2+xc' anyn+yc)

Visto de otro modo:

_ 2 2
Xnt1 = Xp° T Yn© T X

Yn+1 = ZXHYH + Ye

donde Z, = (X,, Yn) ¥ C = (Xc, Yo)-

El método para obtener el fractal, basada en esta ecuacion, trata de
averiguar si un numero complejo cualquiera para C pertenece al
conjunto de Mandelbrot. Si C pertenece al fractal, entonces se colorea
de negro (por ejemplo), y si no, pues de blanco. La forma de saber si C
pertenece o no al fractal de Mandelbrot es calculando la siguiente
iteracion y comprobando su distancia a un valor limitante, r. Esto es,
|Z,| <r, donde |Z,| es la distancia o longitud del numero complejo.

Esto se puede reescribir como:



1Znl = N 2+yn2)l< r

Generalmente, se usa un radio (valor limitante) r = 2 para el fractal
de Mandelbrot.

Ahora que tenemos las condiciones impuestas, deberemos iterar el
proceso. Sin embargo, necesitamos otro valor limitante para saber
cuando terminar. Este valor debera ser grande para dejar suficiente
tiempo al proceso con el fin de comprobar que el valor de Z,, no se salga
fuera del radio r. Podemos usar un nivel de tolerancia de 3.000, 10.000,
o incluso 20.000. Pero la verdad es que este valor depende del area del
fractal en que nos fijemos. Si magnificamos una parte del fractal es
posible que perdamos algunos detalles porque nuestro nivel de
tolerancia no era muy grande. La causa de esto es que algunos valores
de Z,, sean malinterpretados como valores no pertenecientes al conjunto
de Mandelbrot, cuando en verdad si pertenecen.

Cambio de Coordenadas

Segun vimos en el capitulo 2, debemos realizar un cambio de
coordenadas, ya que los sistemas de coordenadas que usamos no son
idénticos. Como nuestro proceso usa la formula de Mandelbrot, nos
encontramos en el sistema de coordenadas complejas. Sin embargo,
podemos pasarnos al sistema cartesiano con facilidad. El problema esta
en que al terminar nuestros calculos, debemos representar algo en la
pantalla. Por este motivo debemos cambiar del sistema cartesiano al
sistema grafico de la pantalla.

En el caso de generar el fractal de Mandelbrot, iremos pixel a pixel
comprobando si éstos pertenecen al conjunto de Mandelbrot o no. Para
hacer esto, debemos conocer previamente las dimensiones de nuestra
vista. Como dijimos en el capitulo 2, no podemos representar todos los
valores, porque éstos son infinitamente muchos, cuando sodlo
disponemos de la pantalla que es finito: limitado. Por lo tanto, debemos
escoger las dimensiones para los valores de X y para los valores de Y.
Luego, debemos convertir tales valores a sus equivalentes en pixeles.

Digamos que queremos representar la imagen entre x = [-6, +6] e
y = [-4, +4] a una resolucion de 500 x 500. Necesitamos saber qué
representa cada pixel (X,,Y,) en términos de estas dimensiones, ya que
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cada pareja de valores correspondera a un valor de C en nuestra
férmula de Mandelbrot. Siguiendo nuestro ejemplo, obtenemos que,

| %y = Xyel |-6 - 6]
dxy, = —=========-= = mm——————— =
anchurap 500
12 unidades
= —mmmm—m——— = 0,024 unidades/pixel
500 pixeles
|Yul yl;[f| |_4 - 4'
dYup = TTTT T T T T T = TTTT T~ =
altura 500

= - = 0,016 unidades/pixel
500 pixeles

En nuestro ejemplo, cada pixel representa 0,024 unidades en el eje
Xy 0,016 unidades en el eje Y del plano cartesiano. Los valores de dx,,
y dy,, son nuestros incrementos para comprobar cada pixel para C en
nuestra formula de Mandelbrot.

Algoritmo

De nuevo, separaremos el algoritmo para dibujar el fractal de
Mandelbrot en dos partes principales:

e La primera parte, Iniciar_Mandelbrot(), es el calculo para cambiar
de pixeles a unidades cartesianas y la invocacion a la funcion
iterativa, Mandelbrot().

e La segunda parte es el algoritmo del proceso iterativo,
Mandelbrot().

Para Iniciar_Mandelbrot(), el algoritmo es:

Iniciar Mandelbrot ()

1. Inicializar valores para: Xg;, Xurr Yuir Yuir Xpir Xprr Ypir

foI



num max iteraciones, radio, C

anchura, Fracta |X, s — Xy
altura, « |vyur - Yu
anchura, « [Xge = Xp; + 1]

alturap — Iypf = W + 1|

dx,, < anchura, / anchura

dy,p < altura, / altura

P

p
hasta x,¢ con incremento de 1

O J o U b W DN

Bucle: x, « xg;

9. Bucle: y, < yp; hasta yys con incremento de 1

10, C.ox « xy; + x5 * dxy,

L, ©oW « Wes = Yy * e
12. Color « Mandelbrot( C,
num max iteraciones, radio )

13. PonEixel( Xpr Ypr Color )

14. Terminar

» C puede almacenar una coordenada en unidades cartesianas - un
numero complejo.

» Necesitamos dos bucles anidadas porque necesitamos recorrer y
comprobar todos los pixeles en pantalla.

» La funcion PonPixel() hace referencia a una funcion de la biblioteca
o API grafica para establecer un color para un pixel determinado,
segun las coordenadas dadas.

Para Mandelbrot(), el algoritmo es:

Color Mandelbrot( C, max iter, r )

bEsMandelbrot « Verdadero

Z « C

Z Sig « Ecuacién( z, C )

Bucle: k « 1 hasta max iter con incremento de 1 y
mientras que bEsMandelbrot = Verdadero

SN

5. Si Distancia( Z Sig ) < r entonces

6. Z « Z Sig
7. Z _Sig « Ecuacidn( Z, C )



8. Si no, entonces

9. bEsMandelbrot « Falso

10. Si bEsMandelbrot = Verdadero, entonces

11. Terminar ( Negro )

12. Si no, entonces

13. Terminar ( Blanco )

C, Z, y Z _Sig pueden almacenar una coordenada en unidades
cartesianas, cada una.
En este algoritmo, tenemos dos condiciones para terminar el bucle:

1. k> max_iter, y
2. bEsMandelbrot = Falso

Esta ultima condicion se basa en que la distancia de Z = r. Es decir,
Z se dispara hacia el infinito.

Al final, la funcion Mandelbrot() terminara devolviendo o bien el color
negro, si el valor de C pertenece al conjunto de Mandelbrot, o bien
blanco, si el valor de C no pertenece a dicho conjunto.

Para Ecuacion(), el algoritmo es:

Complejo Ecuacidébn( Z, C )

1. Resultado.x « Z.x*Z.x - Z.y*Z.y + C.x
2. Resultado.y <« 2*Z.x*Z.y + C.y
3. Terminar ( Resultado )

Aplicamos la formula Z,.4 = Z, + C, pero descomponiéndola en
partes reales e imaginarias para usarse en el plano cartesiano.
Para Distancia(), el algoritmo es:

Real Distancia( Z )



1. Resultado « Raiz Cuadrada de( Z.X*Z.x + Z.y*Z.y )
2. Terminar ( Resultado )

Observaciones

En este método, comprobamos cada pixel para saber si tal
coordenada en el plano complejo-cartesiano corresponde al conjunto de
Mandelbrot. Esto se realiza en base a su féormula y segun las
condiciones limitantes. Este algoritmo utiliza meétodos vistos en el
trazado de una ecuacién en el plano cartesiano. Sin embargo, en el
trazado, solo dibujabamos lineas que pertenecian a la linea. En el caso
del fractal de Mandelbrot, debemos comprobar cada pixel.

En el algoritmo anterior, hemos tenido en cuenta la orientacion del
eje-Y de la pantalla (en pixeles). Esto lo hemos realizado con la
siguiente formula:

- *
Xy = Xy toxg dxypr

Yu = in - yP * dYup

Fijémonos en el signo positivo para el valor de x,, y el signo negativo
para y,. El signo positivo para x indica una orientacion idéntica, mientras
que el negativo de y indica una orientacion contraria al sistema de
coordenadas. Esto suele ser lo habitual en sistemas graficos, pero si
esto no es el caso, con simplemente cambiar los signos podemos elegir
la orientacidn que nos sirva.

Otra observacidn es la complejidad del tiempo de ejecucion del
algoritmo. Con el algoritmo descrito anteriormente, observaremos una
ralentizaciéon en su ejecucion. Esto se debe a que el algoritmo sigue
comprobando si cada valor permanece dentro de las restricciones
dadas, hasta completar todas las iteraciones. Sin embargo, podriamos
aplicar ciertos criterios segun la "naturaleza" de la funcidon base.
Realizando comprobaciones de periocidad y direccion, podemos
optimizar el proceso. El inconveniente se basa en que cada
comprobacién depende de la funcion en si. Otro inconveniente esta en
que no todos los lectores saben manipular numeros complejos para
implementar tales comprobaciones en sus programas.



Explicacion Detallada

Fractales como los de Mandelbrot, Julia, y muchos mas no son
utilizables por la mayoria de las personas, que no tengan una buena
base de matematicas. Las imagenes basadas en tales fractales son
estéticamente agradables. Otros usos se basan en la propiedad de
autosemejanza. Hoy en dia existen varios métodos de compresion de
datos basados en fractales - esta cualidad de autosemejanza. Se puede
alcanzar compresiones de hasta 5.000 a 1. Por supuesto, todo depende
de la variedad de los datos al igual a poder encontrar la féormula
matematica para describir tales conjuntos de datos.

Ejercicios
Enlace al paquete de este capitulo.

1. Escriba un programa que represente el fractal de Mandelbrot, con
estas caracteristicas:
x=[-1,1,ey=[1,1]
Valor maximo de iteraciones: 3.000
Radio: 4
Resolucién: 300 x 300

2. Podemos usar otras funciones para crear otros tipos de fractales.
Realice un programa que genere un fractal basado en cada una de
las siguientes formulas, reemplazando el algoritmo Ecuacion() en el
apartado Algoritmo.

Nota: Se aconseja usar alguna biblioteca para manipular
numeros complejos, especialmente si no se sabe hacer usando
matematicas. En un programa de C++, se puede usar la plantilla
complex<T> declarada en <complex>. Se sugiere usar la clase

complex<double> para crear cada variable compleja y usar los
operadores sobrecargados para llevar a cabo las operaciones
necesarias: *, +, -, /, sin(), cos (), exp (), etc..
a. Zney = (conj(Z,))? + C
Nota: conj() se refiere al conjugado; esto es:
z=x+iy o z=(x)y),
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su conjugado es:
Z'=x-iy 0 z=(X,-y),

Ejercicio 2a

b. Z,+q =sen(Z,/C)

Ejercicio 2b

c.Z,+1 = C*exp(Z,)



Ejercicio 2c

d.Z,.1=223+C

Ejercicio 2d

e. Zn+1 = C*Zn2



Ejercicio 2e

f.Z,q = C*senh(Zn)

Ejercicio 2f

g. Zn+1 = C*Sen(z_n_)

Ejercicio 2g

h. Z,. = C*exp(conj(Z,)) * C*exp(Z,,) = C**exp(2x)



Ejercici
0 2h

Nota: x indica la parte real de Z,
i. Z,.4=sen(Z,)+Z,2+C

Ejercicio 2i

j. Zyeq =cosh(Z,) +Z,2+C
L
&
»
jer

ci
ci



Ejercicio 2k

. Z,w1=InZ,)+Z%2+C
Nota: 1n hace alusion al logaritmo neperiano o natural

Ejercicio 2|

Observacion: Podemos crear cualquier funcion, especialmente
tomando como modelo:
Z..1 = f(z) * Z,, donde f(z) es cualquier funcion trigonomeétrica
compleja;
por ejemplo,
f(z) = cos(z),
f(z) = tan(z),
f(z) = 2*sen(z)*cos(z),
etc.



Advertencia: Es posible que, en algunas bibliotecas
estandares, las implementaciones de algunas funciones no den
buenos resultados. Por lo tanto, use las siguientes definiciones:

3. Se aconseja crear un puntero a una funcion, para luego poder
cambiar de funcién facilmente, sin tener que reprogramar el
algoritmo. Por ejemplo, el codigo parcial en C++, puede ser el
siguiente:

typedef Punto (*f z) ( Punto, Punto );
Punto mandelbrot ( Punto Z, Punto C );

void fractal( £ z £, Punto Z 0, Punto C, unsigned long
num iteraciones, double r )

{

for( k=2; k<=num iteraciones && !bEsMandelbrot; k++ )
if( (d=dist(z sig)) < r )
{
Zz = 7 sig;
Zz sig = £( Z, C ); /* Invocamos la funcién general */

}
else bEsMandelbrot = true;

}

void Dibujar (void)

{

fractal ( mandelbrot, z 0, C, num iteraciones, r );

}

Podemos ver que solo tenemos que pasar el puntero de la
funcion que queramos mostrar. El algoritmo implementado en
fractal () aplicara cualquier funcion dada.

4. Las imagenes interesantes de los fractales se encuentran en la
"costa" o borde del fractal. Aqui es donde se encuentran muchas
bahias, rios, afluentes, y deltas. Cree un programa para facilitar el
engrandecimiento (o zoom) de cualquier area de un fractal. Esto se
puede lograr, calculando las dimensiones originales de la imagen,
un factor de engrandecimiento, y un punto central a tal area



engrandecida.

Por ejemplo,
Si comenzamos con unas dimensiones de:
x=[-1,+3] ey =[0, +2],

entonces podemos hacer un zoom al area como punto central
(0,5, -0,5) y con un factor de zoom de 3,0. Es decir, nuestro area
nueva sera 3 veces menor que la original, con un punto central de
(0,5, -0,5). Esto se haria de la siguiente forma:
1. Mudamos una de las esquinas de nuestro area rectangular al
origen: (0, 0). Esto se puede calcular facilmente:
Elegimos la esquina inferior izquierda: (-1, 0). Ahora
desplazamos las dimensiones, para que esta esquina se situe
en el origen, (0, 0):
X =[-1-(-1), +3-(-1)]

y = [0-0, +2-0]
Obtenemos,
x = [0, +4]

y = [0, +2]

2. Ahora cambiamos las dimensiones segun el factor de zoom:
3,0. Como se trata de un zoom hacia dentro, estamos
reduciendo el tamano original por 3,0, que es lo mismo que
dividir las longitudes entre 3,0. Esto seria:

x =[0/3,0, 4/3,0]
y =[0/3,0, 2/3,0]

Resultando en,
x =10,0, 1,3333]
y =[0,0, 0,6666]

3. Ya que las dimensiones han sido reducidas, ahora podemos
desplazar las dimensiones de nuestro area segun el punto
central dado: (0,5, -0,5). Esto no es mas que una suma:

x =[0,0+0,5, 1,3333+0,5], e
y =[0,0-0,5, 0,6666-0,5],

obtenemos que,
x =[+0,5, +1,8333]



y =[-0,5, +0,1666]

Recalculando el fractal con estas nuevas dimensiones,
obtendremos una imagen de un area reducida 3 veces de la
original y centrada en el punto (0,5, -0,5). Como el area es mas
pequena que la original, los valores de dx,, y dy,, se ven

reducidos. Esto implica que nuestra imagen permitira mostrar
mas informacion al someter estas nuevas dimensiones a la
misma resolucion grafica.

5. Si el lector tiene experiencia en programar aplicaciones interactivas,
entonces podemos crear un programa que permita al usuario elegir
el area a investigar mediante la creacion de un rectangulo pequeio
en la imagen. Por ejemplo, al pinchar el boton izquierdo del raton
en la imagen, podria comenzar a crear un rectangulo arrastrandolo.
Dicho rectangulo puede resultar al soltar tal boton izquierdo.

Este rectangulo ya contiene las nuevas dimensiones de la imagen,
para realizar el zoom. Lo unico que tendriamos que hacer es
convertir los valores de los pixeles a su representacion en
coordenadas (matematicas) del plano complejo.

6. Aun no hemos visto la forma de manipular colores; esto se trata en
el siguiente capitulo 4. De todas formas, es una parte importante de
la estética de la imagen. Un método popular se basa en dar un
color a un pixel el cual representa un numero complejo
(coordenada) que no pertenece al conjunto del fractal. El criterio de
dar un color u otro se basa en la distancia de tal coordenada desde
su posicién anterior (dentro del conjunto del fractal) a su posicion
actual (fuera del conjunto del fractal). Restringiendo tal distancia a
un valor entre el intervalo: [0,00, 1,00], podemos usar un mapa de
colores. Con este mapa podemos asignar o calcular un color, de
acuerdo a nuestra gama de colores, segun un valor entre el
intervalo anterior. El tema de mapa de colores es tratado en el
siguiente capitulo 4.

Podemos hacer el siguiente calculo para obtener un valor, a modo
de parametro para nuestro mapa de colores, en el intervalo

[0,00, 1,00]:

mapa( r / 4 ),donded = r

d es la distancia entre las dos ultimas coordenadas, y
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r €S una constante que indica el radio del fractal.
Por ejemplo,

Ejercicio 6

Si el lector no tiene suficientes conocimientos para usar colores,
entonces es recomendable pasar al siguiente capitulo 4, y luego
volver a este ejercicio, cuando sepa la forma de manipular colores.
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Capitulo 4 - Nubes

En este capitulo, veremos la forma de generar nubes blancas
con un fondo de un cielo azul. Esto lo haremos manipulando los
pixeles y los colores, segun unas férmulas sencillas. Por lo tanto,
daremos una breve explicacién acerca de los colores, antes de dar
paso a la explicacion y al algoritmo para crear nubes.

Colores

En el capitulo 1, se dio una breve explicacion de los colores y los
modelos de colores. En nuestra discusion de programacion de
graficos, usaremos el modelo RGB. Intentamos modelar la luz
descomponiéndola en tres colores primarios; también llamados
estimulos tricolores. Sumando los tres estimulos, obtendremos un
color o, mejor dicho, un tono de un color determinado. En sistemas
graficos, como ordenadores, cada estimulo o intensidad de un
tricolor es representado por un valor numérico entero no negativo,
que es limitado por una cantidad de bits. Dependiendo de la
cantidad de bits, podremos usar mas o menos colores a nuestra
disposicion. En este tema, al referirnos a varios miles de colores,
realmente nos referimos a varios tonos de ciertos colores. Sin
embargo, como el ordenador se basa en valores numéricos, cada
numero Yy, por tanto, cada combinacion de numeros es diferente.
Esto implica que los colores y tonos de colores representados por
tales numeros son también diferentes colores, desde el punto de
"vista" del ordenador o sistema grafico.

Por ejemplo, con una cantidad de 15 bits para guardar la
informacion de cada color, nos ofrece una gama de 2'° = 32.768
colores diferentes. De igual forma, una cantidad de 24 bits para

crear un color, obtendremos una cantidad de 224 = 16.777.216
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colores diferentes. Esta cantidad de bits para cada color se
denomina profundidad de colores, del inglés colour depth. Como
cada pixel puede tener un color diferente, se suele hablar de las
prestaciones de un sistema grafico al hablar de bits por pixel, o
simplemente bpp.

Al hablar de 15 bpp, estamos tratando un sistema grafico con
una gama total de 32.768 colores y por tanto, cada pixel contiene 15
bits para describir su color correspondiente. Si la imagen a mostrar
es de dimension, 500 x 500, entonces dicha imagen tiene un tamafno
de 500 x 500 x 15 = 3.750.000 de bits que equivale a 468.750 bytes
que son unos 458 KB aproximadamente. Ahora bien, en memoria,
se suele usar bytes enteros. Por lo tanto, no podemos tratar 15 bits,
pero si 16 bits, ya que son 2 bytes enteros. Recalculando lo anterior
con 16 bpp, obtenemos que, nuestra imagen es de unos 488 KB,
aproximadamente. Esta profundidad de colores se suele llamar
"color [de nivel] alto" del inglés "high colour"; productos
estadounidenses lo escriben como "hicolor". Con una imagen de
500 x 500 a 24 bpp, obtenemos un tamano de unos 732 KB. Una
profundidad de 24 bpp se llama "color auténtico", del inglés "true
colour", ya que se usa como base para mostrar imagenes
fotorrealistas.

Modelo RGB

Vamos a tratar el modelo RGB con una profundidad de 24 bpp.
Por lo tanto, cada intensidad - rojo, verde, y azul - es controlada por
valores numericos de 8 bits por cada intensidad. Visto de otra forma,
las intensidades de rojo, verde, y azul tienen un intervalo de 0 a 255
(ambos incluidos), cada una. Un valor de 0O indica la intensidad
minima; o sea, el color esta "apagado”. Un valor de 255 indica una
intensidad maxima.

Combinando valores para cada intensidad, podemos recrear la
mayoria de los colores visibles. Por ejemplo,

Rojo = 255, Verde = 0, Azul = 0,



Obtenemos el color rojo, ya que la intensidad del rojo es maxima,
y las otras son minimas (apagadas).

Otro ejemplo,

R=127, V=127, A=127,

Obtendremos un color gris, ya que todas las intensidades son
iguales y a la mitad del intervalo. Por consiguiente, el color negro es:

R=0, V=0, A=0,

y el color blanco es:

R=255, V=255, A=255

Algunos sistemas vy librerias graficas, usan porcentajes en lugar
de valores enteros. Esto es para no tener que definir los colores con
acorde a la profundidad. Al usar valores numéricos, tendremos un
problema si queremos cambiar la profundidad, o incluso si el
sistema grafico no alcanza la profundidad establecida por el
programa o por la imagen. Algunos sistemas graficos aplicaran una
férmula para averiguar un color aproximado al requerido. Si usamos
un valor decimal a modo de porcentaje, entonces no tendremos
muchos problemas de compatiblidad entre diferentes profundidades,
pero consecuentemente se tendra que convertir los porcentajes a
valores numeéricos siempre. Esto supone un gasto anadido de
tiempo al mostrar la imagen.

El uso de porcentajes describe cada color indirectamente,
mientras que el uso de valores enteros, dentro del intervalo de bits,
describe cada color directamente segun la profundidad establecida.

Abajo podemos practicar combinando cada una de las
intensidades - Rojo, Verde, y Azul - para formar un color.

Applet para Colores

Nota: Se requiere la maquina virtual de Sun (Sun VM) para
poder ejecutar este applet de Java.

Paletas



Vamos a hablar de paletas de colores, pero no entraremos en
mucho detalle. Los pintores suelen usar unos cuantos colores
basicos para dibujar sus cuadros. Tales colores se colocan en una
paleta. Luego, se mezclan los colores basicos en la misma paleta
para crear otros tonos y mezclas. El tema de graficos generados por
computacion se sirve de este concepto de una paleta.

En algunos sistemas graficos, especialmente antiguos, en lugar
de manipular los colores directamente con el modelo RGB, se
usaban numeros enteros a modo de indices. Previamente, se
establecia todos los colores que se iban a usar para una imagen o
programa. Basicamente, se crean los colores y se guardan en una
lista. Al usar funciones graficas, los pixeles contienen indices que
indirectamente hacen referencia a esta lista o tabla donde se
guardan los colores. Siguiendo el ejemplo en el apartado anterior:
500 x 500 x 16, digamos que tenemos una paleta de 8 bits. Esto
supone que tenemos una paleta de 256 colores y por tanto 256
valores a modo de indices. Para cada pixel, s6lo guardamos el
indice del color y no el color en si. Por Ilo tanto,
500 x 500 x 8 = 2.000.000 bits = 250.000 bytes, que es
aproximadamente, 244 KB. Por supuesto, tenemos que agregar la
paleta de 256 colores x 16 bpp = 4.096 bits = 512 bytes. Al final, la
imagen ocupara aproximadamente unos 245 KB. Comparando este
tamafno con el de la imagen usando colores directamente, 488 KB,
vemos que podemos ahorrarnos una cantidad de espacio
considerable.

Generar Nubes

Ahora podemos dar paso a la explicacion para generar nubes. Lo
que hacemos es elegir un color aleatoriamente para cada uno de los
4 puntos que estan en las 4 esquinas de nuestra imagen
rectangular:

(Xi» Yi)s (%is Yo)r (X6 ¥i)» Y (Xp, Ys)



La figura 1 muestra los 4 puntos en las esquinas de nuestra

imagen rectangular.
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Figura 1 - Las 4 esquinas

Luego, calcularemos un 5° punto, que se situara en el centro del
rectangulo: (x"y’) = ((x;+X:)/2, (yi+Yy5)/2), el cual contendra la media
de los colores de los 4 puntos (0 esquinas) obtenidos previamente.
Con las coordenadas de este 5° punto junto con las coordenadas de
los 4 puntos de las esquinas, podemos calcular otros 4 puntos
medios para cada lado de nuestra imagen rectangular:

(X', yi)s (X ¥Y), (X', ¥5), Y (X3, )

La figura 2 muestra las nuevas coordenadas calculadas a partir
de las 4 esquinas dadas:
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Figura 2 - 9 puntos totales

Para calcular el color de cada uno de estos puntos medios,
calculamos la media de los colores de cada color de las 2
coordenadas de cada lado. Sin embargo, no obtendremos un
resultado aleatorio, por lo que agregamos algo de aleatoriedad a la
hora de calcular el nuevo color para el punto medio. El método de
perturbacion o aleatoriedad agregada se basa en la distancia entre
las 2 coordenadas originales. Cuanto mas distantes entre si estén
las coordenadas, mayor perturbacion existira. La idea es viceversa:
cuanto menor sea la distancia entre las coordenadas, menor sera el
valor aleatorio. Esto resultara en agrupaciones de colores parecidos,
cuanto menor sea la distancia, y por tanto, tendremos colores mas
dispares, cuanto mas alejados estén las coordenadas entre si. Para
llevar a cabo este meétodo de perturbacion, el valor generado
aleatoriamente sera el parametro para conseguir un color de nuestro
mapa de colores; esto se explica mas abajo.



Al tener 9 puntos: 4 esquinas, 4 puntos medios en cada lado, y 1
punto central, nuestra imagen rectangular puede divididirse en 4
rectangulos mas pequenos. Recursivamente, repetimos el mismo
proceso, aplicandolo a cada uno de los cuatro rectangulos o
cuadrantes. Seguimos repitiendo tal proceso hasta que todos los
pixeles de la imagen tengan asignados un color. Podemos ver la
siguiente iteracion en la figura 3, subdividiendo nuestra imagen
rectangular en 4 areas rectangulares para aplicar el mismo método
a cada una:

Figura 3 - Siguiente lteracion

Al final del proceso, obtendremos una imagen parecida a la
mostrada en la Figura 4.

Mapa de Colores

Para elegir un color aleatoriamente, necesitamos crear un mapa
de colores. Tal mapa nos permitira asociar un valor entero a un color
determinado. Esto es parecido a una paleta, pero se generara el



color elegido a partir de una férmula. El procedimiento para realizar
tal mapa de colores es algo sencillo. Basta con comprobar el
intervalo del valor entero dado, y generar el color que queremos.
Cada vez que queramos un color determinado, simplemente
invocamos el mapa de colores para generarlo y obtenerlo. Por
ejemplo,

Color Mapa( i )

1. s1i 1 £ 0,10

2. color « de BLANCO (i=0,00) a AZUL (i=0,10)

3. 8i 0,10 < 1 £ 0,50

4, color « de AZUL (i=0,10) a ROJO (i=0,50)

5. s1 0,50 < i

6. color « de ROJO (i=0,50) a AMARILLO (i=1,00)



7. Terminar ( color )

El valor usado por el mapa de colores puede ser de cualquier
intervalo. Podemos usar porcentajes como valores en el intervalo de
[0, 255]. En el algoritmo anterior, obtenemos un color diferente
segun el porcentaje indicado por i. Por ejemplo, si queremos
averiguar el color de /=0,75, podemos comprobar que se generara
un color a mitad de camino entre el rojo y el amarillo, que sera
naranja, seguramente. Esto es porque 0,75 es la media entre 0,50 y
1,00. Usando el applet presentado anteriormente, conseguiremos un
color anaranjado con R=255, V=127, A=0. Este color esta a la mitad
entre el color rojo: R=255, V=0, A=0 y el color amarillo:
R=255, V=255, A=0. Calculando |la media de cada intensidad:
R=(255+255)/2, V=(0+255)/2, A=(0+0)/2, conseguimos nuestro color
naranja: R=255, V=127, A=0.

Para obtener el calculo anterior, tenemos que crear una férmula
basada en el valor de i. Tal formula puede ser:

6.1. color.rojo = 255
6.2. color.verde = 255* (2*(1i-0,50)) = 510*(i-0,50)
6.3. color.azul = 0

Cuando j valga 0,50, color.verde sera 0 y cuando i valga 1,00,
color.verde sera 255. Esto es justamente lo que queremos, ya que
podemos generar los demas colores comprendidos entre tales
colores.



Algoritmo

El algoritmo se compone de varias funciones importantes:

» Necesitamos la funcion principal, Generar_Nube(), que
establecera los valores iniciales y preparara el procedimiento
adecuadamente.

La funcion Mapa() sirve para generar un color para las nubes a
partir de un valor numérico entero no negativo en el intervalo
[0, 255].

La funcién Subdividir() se encargara de la parte recursiva del
algoritmo.

La funcion Generar_Parametro() se encarga de obtener el color

del punto medio de dos puntos. Se calcula la media de los
colores de cada punto agregando un valor aleatorio. Como los
colores nuevos deben pertenecer a nuestro mapa de colores,
se basara el calculo en los parametros de los colores, en lugar
de los colores verdaderos. Es decir, calcularemos el parametro
que representa el nuevo color. Luego, usaremos Mapa() para
obtener el color verdadero segun el parametro.

Para Generar_Nube(), el algoritmo es:

Generar Nube ()

1. Iniciar: valor semilla, anchura alturap

p’

2. Inicializar: parémetros[anchurap, alturap] ~ -1 o

cualquier valor negativo
3. Iniciar Generador Numeros Aleatorios( valor semilla )

// Obtener pardmetros de colores
parametros[0,0] « Generar Numero (256)
parametros anchurap—l,O] ~ Generar Numero (256)

anchurap—l,alturap—l] « Generar Numero (256)
O,alturap—l] ~ Generar Numero (256)

parametros

~ o O B>

parametros

// Dibujar Esquinas
8. PonPixel( 0,0, Mapa( parametros[0,0] ) )



10.

11.

12.
13.

PonPixel ( anchurap—l,o, Mapa ( parémetros[anchurap—l,O] )
)

PonPixel ( anchurap—l,altura -1, Mapa (

P
parémetros[anchurap—l,alturap—l] ) )

PonPixel ( O,alturap—l, Mapa ( parémetros[o,alturap—l] ) )

// Comenzar la Recursividad
Subdividir ( parametros, 0,0, anchurap—l,alturap—l )
Terminar

La matriz o tabla parametros, de dimensiones anchura, x
altura,, guardara los parametros usados para obtener un color

del mapa, para cada pixel. Inicialmente, esta matriz contendra
valores negativos, que indican un estado invalido.

Las funciones Iniciar_Generador Numeros_Aleatorios() y
Generar_Numero() representan funciones estandares que tiene
el compilador para generar numero aleatorios. La variable
valor_semilla contiene el valor inicial para comenzar el
generador de numeros pseudo-aleatorios. Usando un valor
inicial conocido, podemos recrear la misma imagen con solo
usar el mismo numero. De esta forma, asociamos un unico
valor con cada imagen generada. Para Generar_Numero(N), se
generara un numero aleatoriamente en el intervalo [0, N-1].

La funcion PonPixel() hace referencia a una funcion de la
libreria o API grafica para establecer un color para un pixel
determinado en la pantalla, segun las coordenadas dadas.

Para Mapa(), el algoritmo es:

Color Mapa( x )

SN

color.rojo « |2*x-255]
color.verde « |2*x-255|
color.azul «~ 255
Terminar ( color )



color contiene los valores de cada estimulo del modelo RGB de
24 bpp. El mapa para crear nubes se basa en una gama de colores
entre blanco, azul y de vuelta a blanco. Esto es, desde
(255,255,255) pasando por (0,0,255) hasta llegar otra vez a
(255,255,255). Por supuesto, podemos tener un mapa mas simple:
de azul a blanco, o incluso de blanco a azul. Sin embargo, para
generar nubes, queremos colocar estratégicamente el color blanco
en las "puntas" de nuestro mapa.

Para Subdividir(), el algoritmo es:

Subdividir ( matriz, X;, Vi, X¢r Vg )
1. S1 x¢-x; < 2 Y yey; < 2, entonces

2. Terminar

// Calcular el punto medio
3. X « (x3tx¢) / 2
y « (yitye) / 2
// Dibujar los puntos medios
5. S1 matriz[x,y;] < 0, entonces

DS

6. Generar Parametro( matriz, X;,Vi, X,Yir Xe/Y; )
7. PonPixel( x,y;, Mapa( matriz[x,y;] ) )
8. S1 matriz[x¢, y] < 0, entonces
9. Generar Parédmetro( matriz, X¢ Vi, Xe/Yr XerYe )
10. PonPixel( x¢,y, Mapa( matriz[xg yl ) )
11. Si matriz[x,y¢f] < O, entonces
12. Generar Parametro( matriz, X;,Yer X,Yer XerYe )
13. PonPixel( x,ys, Mapa( matriz[x,ye] ) )
14. Si matriz[x;,y] < 0, entonces

15. Generar Parametro( matriz, x;,vi, Xi,¥Y, Xi,Ys )



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

16. PonPixel( x;,y, Mapa( matriz[x;,y] ) )

// Dibujar el punto central

matriz([x,y] « ( matriz[x;,y;]

matriz[x;,yel

// Recursividad
Subdividir ( matriz,
izguierdo
Subdividir ( matriz,
derecho
Subdividir ( matriz,
derecho
Subdividir ( matriz,
izquierdo
Terminar

XirYir X/Y

XrYir

Xr Yy

XirYr

Xer Y

XerYs

Xy Yf

PonPixel ( x,y, Mapa( matriz[x,y]

)

)

)

)

)

//

//

//

//

+ matriz[xe, yel )

Cuadrante

Cuadrante

Cuadrante

Cuadrante

la media de 4 colores
+ matriz[xe, y;] +

/ 4

superior
superior
inferior

inferior

e Los parametros x;, y; x5 yrcontienen los valores de las
coordenadas de la esquina superior izquierda (x;, y;), y de la
esquina inferior derecha (x:, ys).

Para Generar_Parametro(), el algoritmo es:

Generar Parametro( parametros, X,,Vsr X,Y, Xpr¥Yp )

1.
2

e Ixg=xp] + [Ya~Ypl
t « Generar Numero (2*t)

( pardmetros[x,,V,]

Si t < 0, entonces

4. t « 0

6. t < 255

Terminar

pardmetros([x,y] < t

Si no, comprueba Si t > 255,

-t 4
+ parédmetros(xy,, yp] + 1) / 2

entonces



Algunos valores en la matriz parametros son guardados. Huelga
decir que tales cambios deben existir al terminar la funcion
Generar_Parametro(). En otras palabras, parametros es un dato
entrante y saliente.

Observaciones

Este algoritmo se basa en obtener colores a través de una
formula paramétrica. El parametro de dicha férmula o mapa se
obtiene al principio a través de una secuencia de numeros
aleatorios. En nuestro algoritmo, nos interesa manipular cada uno
de estos parametros, en lugar de los colores en si. Esto es analogo
a usar una paleta. En nuestro caso, en vez de guardar los colores
generados para luego manipular su indice, calculamos los colores a
través de un parametro. Debemos guardar los parametros usados
mediante la recursividad, por lo que necesitamos una tabla
homologa a la imagen y con las mismas dimensiones. Esto es la
tabla parametros en nuestro algoritmo. La figura 6 muestra esta
transformacion de nuestro parametro a un color en nuestro mapa:



0
1 L
2 (255, 255, 255)
(253, 253, 255)
3 (251, 251, 255)
; (249, 249, 255)
4
5 '
(4, 4, 255)
(2, 2, 255)
(0, 0, 255)
(2, 2, 255)
4, 4, 255)
251 (249, 249, 255)
759 (251, 251, 255)
__ (253, 253, 255)
253 (255, 255, 255)
254
255

Figura 5 - Mapa: Parametro-Color

Algunos lectores habran observado que algunas de las imagenes
generadas con este algoritmo tienen una tendencia de formar un
rectangulo. Es decir, algunos colores se agrupan de una manera
peculiar, creando grupos o brumos con una forma rectangular. Esto
se produce debido al método recursivo de nuestro algoritmo, que se
basa en calcular los colores de los pixeles de forma rectangular.
También es culpable el método de perturbacién, ya que la variedad
es menor, cuanto menor sea la distancia entre los pixeles. Esto



implica que los colores nuevos para pixeles cercanos entre si no
varian mucho de los colores de sus vecinos.

Explicacién Detallada

Como se ha explicado anteriormente, este algoritmo se basa en
un meétodo recursivo y un meétodo de perturbacion para obtener un
parametro que luego es usado para calcular un color en nuestro
mapa de colores; o sea, para que un color nuevo pertenezca a
nuestra gama de colores. Existen otros métodos para generar este
tipo de imagenes. El método mas popular y usado es el método de
Perlin. Este método se basa en crear un mapa semi-infinito de
valores pseudo-aleatorios, que sirven para formar varias frecuencias
distintas. Tales frecuencias son sumadas entre si para crear una
funcion continua. Esta funcién continua tiene como figura estar
formado por grandes perturbaciones en algunos puntos aislados,
pero muchas perturbaciones pequenas a lo largo de toda la funcién.
Con esta funcidn, se puede aplicar varios mapas de colores para
generar imagenes muy realistas y naturales; desde nubes en un
cielo azul (mejores que con el método que hemos usado), pasando
por una textura de madera, granito, hasta texturas de tejidos de lana
y algodon.

El método de Perlin se usa para generar texturas, pero también
se puede aplicar a animacién, para simular movimientos con
apariencia aleatoria, pero no caodtica. Algunos ejemplos de tal uso
puede ser el movimiento de las copas de los arboles en una suave
brisa o en un vendaval, o incluso el agiteo de alas de una mariposa
0 pajaro, hasta incluso la simulacién de la caida de copos de nieve
en una escena navidena.

Tanto las imagenes generadas por nuestro algoritmo, como las
del método de Perlin, se denominan texturas de procedimiento.
Estas texturas de procedimiento son un gran alivio para muchos
problemas frecuentes al aplicar imagenes rectangulares a objetos
en tres dimensiones. Esto es porque las imagenes precreadas



deben ser deformadas para ajustarse a las dimensiones del objeto
al igual que una distorsion mayor por motivos de perspectiva. Con
texturas de procedimiento, cada color puede ser calculada sin
depender de las dimensiones del objeto. Como afado, estas
texturas se basan en coordenadas de cualquier dimension: 1D, 2D,
3D, 4D, etc. y por tanto, no existe una transformacion de
coordenadas de pixeles a coordenadas del objeto, y de vuelta a
pixeles. La propia textura se puede usar directamente en cualquier
sistema de coordenadas, sin necesidad de un cambio, o al menos
no seria impactante.

Huelga decir que, tanto para nuestro método, como el de Perlin,
las imagenes producidas son algo nitidas o marcadas para el
cambio de colores. Por lo tanto, nos conviene aplicar un método de
suavizado, para mezclar los colores de la imagen. Esto implica que
un conjunto de pixeles de colores idénticos o muy parecidos
resultara en el mismo conjunto pero de colores iguales, pero
seguramente de menor intensidad. Con esto, podemos eliminar
esos colores aislados y poblar mas area de la imagen con otros
colores mayoritarios. El método de suavizado también se llama
antialiasing, segun los factores que proporcionemos al método.

Trataremos todos estos temas mas adelante en el curso, pero
aun nos faltan muchos temas y conceptos por tratar.

Ejercicios
Enlace al paquete de este capitulo.

1. Escriba un programa que implemente el algoritmo descrito en
este capitulo para generar nubes. Use una resolucion de
400 x 400.
2. Escriba un programa usando el mapa de colores descrito en
cada apartado mas abajo, con una resolucion de 400 x 400.
a. Plasma:

Color Mapa( x )
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2. color.rojo «« O
3. color.verde « 3*x
4, color.azul « 3*(86-x)

5. Si 86 < x £ 170
6. color.rojo « 3*(86-x)
7. color.verde « 3*(171-x)
8. color.azul ~ O
9. Si 171 £ x £ 255
10. color.rojo « 3*(255-x)

11. color.verde < O
12. color.azul « 3*(x-172)

13. Terminar( color )

Ejercicio 2a

b. Fuego-Hielo:

Color Mapa( x )
1. color.rojo « 255*(l+sen(2*n/256*x))/2
2. color.verde « 255* (1+cos (2*n/256*x)) /2
3. color.azul « X
4., Terminar( color )



il

Ejercicio 2b

c. Topografico:

Color Mapa( x )

1. S1 0 £ x £ 31
2. color.rojo « 64
3. color.verde ~ 127
4. color.azul ~ 192

5. 81 32 £ x £ 62
6. color.rojo « 255
7. color.verde ~ 127
8. color.azul O

9. Si 63 £ x £ 255
10. x « 318-x // De 255 & 63
11. color.rojo « 255-x/3
12. color.verde « 255-x/2
13. color.azul « x

14. Terminar ( color )



Ejercicio 2c

3. Aunque en el algoritmo descrito en este capitulo haga uso de

parametros entre 0 y 255 (ambos incluidos), podemos usar
parametros entre 0,00 y 1,00 (ambos incluidos) como se explicé
en la seccion, Mapa de Colores. Ahora podemos explicar una
forma sencilla de calcular todos los colores entre dos colores
conocidos. Se trata del método de interpolacion lineal.

En esta féormula, queremos seguir una progresion lineal entre
(x;, y;) hasta (x;, y;). Nos interesa averiguar el valor y, segun un
valor x; o sea, nos interesa averiguar (x,y). Por lo tanto,
tenemos cuatro valores constantes: x;, y;, Xs, Yg Una variable

dada: x; y un valor a calcular: y. He aqui la formula:

Real Interpolacidén( y;, Ver X, Xy, X¢ )
1. v « vi*(x-%g) / (X3-Xge) + ye* (x-%3) / (Xe—X3)

2. Terminar( y )

donde, x;, < x < x.
Observando esta formula, podemos ver que,
Six = x,,entonces y = y.* (x;-x¢) / (x3-x¢) + ye*0

y; * 1 =
Yj_a
Six = x,,entonces y = y,*0 + yo* (xp-x3) / (x:-%;) = vy * 1 = y;

De esta forma, nos "desplazamos" desde (x;, y;) hasta (x;, y;),
encontrando otros valores que siguen una linea recta.



Por ejemplo, tenemos (2, 5) y (4, 10). Queremos averiguar los
valores para la pareja (3, y). Aplicando la férmula, tenemos que,

y = 5 % ————mee + 10 * ———m——- =5/2 + 10/2 = 7,5

El valor que buscamos es y = 7,50, por lo que tenemos que
(3, 7,50).

Tomando el mapa descrito en el ejemplo de la seccion, Mapa de
Colores, veamos la forma de convertirlo usando interpolacion
lineal.

Color Mapa( i )

1. s1i 1 < 0,10

// De Blanco a Azul
2. color.rojo « 255*(0,10-1)/0,10
3. color.verde « 255*(0,10-1)/0,10

4. color.azul « 255



5. s1 0,10 < i £ 0,50

// De Azul a Rojo

6. color.rojo « 255*(i-0,10)/0,40

7. color.verde « O

8. color.azul « 255*(1i-0,50)/0,40

9. si 0,50 < 1

// De Rojo a Amarillo

10. color.rojo «~ 255*(1,00-1)/0,50

11. color.verde ~ 255*(i-1,00)/0,50

12. color.azul « 255*(1-0,50)/0,40

13. Terminar ( color )



Ejercicio 3

Cree algunos mapas basados en esta técnica de interpolacion.

. Como se hizo en los ejercicios del capitulo 3d - Fractales, es
aconsejable crear varias funciones con cada mapa que se
desee usar. Luego, al invocar el proceso, pasamos un puntero a
la funcién con el mapa de colores que nos interesa.

Cree mas mapas Y siga el proceso descrito anteriormente,
usando punteros a funciones, para aplicar cualquier mapa de
colores a nuestras nubes para formar otras imagenes. Se
recomienda mapas de colores que sigan una fluidez de un color
a otro con suavidad.
. Por ahora, hemos estado creando mapas de colores
directamente con el parametro calculado. Otra formula que
podemos implementar es en el trato del parametro. En lugar de
escoger un color de nuestro mapa usando el parametro,
aplicaremos una ecuacion al parametro antes de escoger
nuestro color.
a. Aplique la funcion del seno al parametro. Si se usa el
parametro de 0,00 a 1,00, entonces se puede seguir la
siguiente formula:

pardmetro « (1 + sen( 2n*matriz([x,y] )) / 2
PonPixel ( x,y, Mapa( parametro ) )
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Ejercicio 5a

b. Aplique la funcidn del exponencial al parametro. De nuevo,
si el parametro se encuentra en el intervalo: [0,00, 1,00],
entonces use la siguiente férmula:

pardmetro « (exp(matriz[x,vy]) - 1) / (e-1)
PonPixel ( x,y, Mapa( parametro ) )

donde, ¢ = 2,7182818285 Y la funcién exponencial:

exp (x) = &%

Ejercicio 5b

Observacién: Aplicando una funcién exponencial es
una técnica para suavizar una imagen. Compare la imagen
de nubes producida con el método descrito en este capitulo
y la imagen generada aplicando la funcién exponencial. En



general, se notara una imagen mas suave y algo borrosa
generada con la funcion exponencial.

. Aplique la funcién del seno hiperbdlico al parametro. Si el
parametro se encuentra en el intervalo: [0,00, 1,00],
entonces use la siguiente formula:

pardmetro « senh(matriz[x,y]) / senh (1)
PonPixel ( x,y, Mapa( parametro ) )

Ejercicio 5c

. Aplique la funcion del coseno hiperbdlico al parametro. Si el
parametro se encuentra en el intervalo: [0,00, 1,00],
entonces use la siguiente férmula:

pardametro « (cosh(matriz([x,y])-1) / (cosh(1l)-1)
PonPixel ( x,y, Mapa( parametro ) )



Ejercicio 5d



Capitulo 5 - Figuras
Geomeétricas

Uno de los principales objetos o entidades en el campo de la
programacion grafica es la figura geométrica. Algunas figuras se
usan mas que otras, pero todas pueden sernos utiles a la hora de
representarlas graficamente. Algunas API's graficas contienen todas
o algunas de las siguientes figuras geométricas, que trataremos a
continuacion.

Figuras Geomeétricas Basicas

Vértices
No son figuras geométricas como tales,
v2 pero forman la base de toda figura
VO . geométrica. En algunas ocasiones, nos
d interesa mostrar los vértices como puntos

en la pantalla: vy, v4, vy, ..., V,,.
|
VvV, ]

Vs

Figura 1 - Vértices

Linea Recta

Matematicamente hablando, no se trata de



una linea recta, sino de un segmento. Aunque

no se trate de una figura geométrica, como tal, 1”0
la linea recta forma la base de los trazados de

las figuras. Requerimos dos vértices para

crear una linea o segmento: vy, y v;.

Vy

Figura 2 - Linea

Triangulo

) Esta figura geométrica también
1 0 forma la base de la representacion de
objetos graficos, especialmente a la

hora de representar objetos en tres

dimensiones: vy, v4, Yy V,. Podemos

crear un objeto complejo a partir de

triangulos. Necesitamos tres vértices

V 1 para formar un triangulo.

V5

Figura 3 - Triangulo

Abanico de Triangulos

Se trata de una serie
de triangulos unidos entre
si con un veértice comun
como el centro del



abanico. Como minimo
debe haber tres vértices
para formar el primer
triangulo: vy, v4, y vo. Los
siguientes triangulos se
crean a partir de un
vértice nuevo, el vértice
central del abanico, y el
vértice perteneciente al
triangulo contiguo.

Tira de Triangulos

V,

vV,

Figura 4 - Abanico de triangulos

Se trata de otra serie de
triangulos unidos entre si para
formar un cinta o tira. Como
minimo debe haber tres vértices
para formar el triangulo inicial: v,
V4, Y Vo. LOs siguientes triangulos
se forman a partir de un vértice
nuevo y dos vértices que
pertenecen al triangulo contiguo.



Figura 5 - Tira de triangulos

Rectangulo

Otra figura geométrica
: . 1?
importante es el rectangulo 0
que también se usa para
dibujar cuadrados. Debido a
su simetria, soélo requerimos

conocer dos vertices, vy, y vy, Vl
que forman dos esquinas : .
opuestas. En total. Figura 6 - Rectangulo

obtendremos cuatro numeros
diferentes, con los cuales podemos averiguar las coordenadas de

los otros dos vértices.

Cuadrilatero

Esta figura geométrica también es

V2 usada con frecuencia, tanto para

V representar objetos en dos como en
0 tres dimensiones. Necesitamos cuatro
vértices para formar el cuadrilatero, v,

Vy, Vo, Y V3.
vl
)
) 3

Figura 7 - Cuadrilatero

Tira de Cuadrilateros



Se trata de una serie de
cuadrilateros unidos entre
si para formar un cinta o
tira. Como minimo
necesitamos cuatro vértices
para el cuadrilatero inicial:
Vg, V7, Vo, Y V3. Los
siguientes cuadrilateros, en
la tira, se forman con dos
vértices nuevos y con dos
vértices pertenecientes al
cuadrilatero contiguo.

Poligonos

V,

V,

Vo
Ve

)
12 1:3

V,

Vi

V-

2

Figura 9 - Poligono

Vu

vV,

Vs

Figura 8 - Tira de cuadrilaeros

Generalmente, las
figuras que nos
interesan suelen ser
irregulares y con
muchos mas vértices
que 2, 3, 6 4. Ademas,
algunas APIl's graficas
ofrecen la funcionalidad
de describir figuras
geometricas segun una
lista de vertices.
Tipicamente, la
funcionalidad de crear

poligonos requiere n vértices, donde automaticamente se une el
ultimo vertice, v,,, con el primero, v,, para poder cerrar la figura y

formar un poligono [cerrado].

Elipse/Circulo



La elipse al igual que el
circulo son otras figuras que
nos pueden servir en
ocasiones, dependiendo de
la escena o "dibujo" que
queramos crear. El circulo, o
la circunferencia, si la
preferimos, es un caso
especial de la elipse. Algunas
API's graficas describen las

Figura 10.1 - Elipse/Circulo #1

elipses y circulos de formas diferentes. Existen principalmente dos

maneras de describir tales figuras:

1. Punto central, c¢; y dos longitudes para ambos radios, r; y ry; 0
2. Un rectangulo, v,y v4, que circunscribe la elipse o el circulo.

Figura 10.2 - Elipse/Circulo #2

Arco

El arco es una
linea curva que



describe el perimetro
total o parcial de una
elipse 0
circunferencia. Como
se trata de una linea,
no podemos hablar de
un area ni rellenarla.
La mayoria de las
APl's graficas ofrecen
tal elemento grafico
con una de dos -
formas para su Figura 11.1 - Arco #1

descripcion:

1. Punto central, c¢; dos radios, r; y r,;, y dos angulos, para
describir el angulo inicial, a, y el final, 8; o

2. Un rectangulo, v, y v, que circunscribe el arco; y dos angulos,
para describir el angulo inicial, a, y el final, (.

)
Voo

Figura 11.2 - Arco #2



Sector/Cuna

Podemos crear
cuias o sectores que
basicamente se

parecen a un "trozo de
tarta". Esta superficie
se basa en una elipse,
como el arco,
mencionado
previamente. Creamos
el sector como el arco,
pero uniendo cada -
extremo al centro de Figura 12.1 - Sector/Cufia #1

la elipse o circulo con

un segmento. Existen dos formas populares para describir un
sector:

1. Punto central, c; dos radios, r; y ry; y dos angulos, para
describir el angulo inicial, a, y el final, 8; o

2. Un rectangulo, v,y v4, que circunscribe el sector; y dos
angulos, para describir el angulo inicial, a, y el final, .



Figura 12.2 - Sector/Cuna #2

Segmento eliptico

El segmento
eliptico se basa en
una elipse como el
arco y el sector. Esta
figura se parece a un
sector, pero en lugar
de unir cada extremo
al centro con
segmentos, unimos
los extremos entre si
con un segmento. =
Existen dos formas Figura 13.1 - Sector eliptico #1
comunes para
describir un segmento eliptico:




1. Punto central, c¢; dos radios, r; y r,; y dos angulos, para
describir el angulo inicial, a, y el final, B; o

2. Un rectangulo, v, y v4, que circunscribe el segmento eliptico; y
dos angulos, para describir el angulo inicial, a, y el final, .

)
Voo

Figura 13.2 - Sector eliptico #2

Curva de Bézier

Esta curva fue
descubierta por Pierre
Bézier, mientras trabajaba
para la compafia de
automoviles, Renault, en
los afos 1960. Para poder
disefiar adecuadamente
las superficies curvas de
los automoviles modernos,
necesitaba una forma



matematica, pero sencilla.
Encontré la solucion con (-xl,sr yl)
una ecuacién paramétrica 7
definida como ecuaciones
cubicas. Por esta razon,
también se denomina esta ( .x35 y3)
curva como curva de
Bézier del tercer orden, al '
usar una ecuacién cubica. ( Y )
Se describe esta curva 0° y 0
con cuatro puntos: dos 5
puntos indican el punto
inicial, (xg, Yo), y final, (-xg,! yg)
(x5, y3), de la curva,
mientras que los otros dos
sirven como puntos de control: (x4, ;) Yy (X», ¥»). Estos puntos de
control modifican la curva dependiendo de su posicion relativa a los
puntos iniciales y finales. Se puede pensar en estos puntos de
control como si describieran una atraccion, como la gravedad,
tirando parte de la curva hacia su centro.

Las féormulas se basan en el parametro t que queda
comprendido en el intervalo [0,1]. éstas son:

Figura 14 - Curva de Bézier

x(t) = A,t® + B,t? + C,t + x,
x, = x5+ C, / 3
x, = x; + (C, + By) / 3
X3 = Xg + C, + B, + A,

y(t) = A’ + B,t? + Ct + yg
Yi = Yo T Cy /3
vy, = y1 t (C, + By
Y3 = yg t C, + B

) /3
Yy + AY
Con estas ecuaciones, podemos calcular los respectivos

coeficientes para x(t) e y(t):



)
B, = 3*(X2 - xq) - C,
Ay, = %3 = Xg — Cx - By
C, = 3* (v, - vo)
B, = 3*(y, - v1) - Cy
Ay = Y3 - yO - Cy - By

v .Una
o variante
5 : del
h - rectang
ulo es
"""""""" o : el
od "rectan
. o gulo
redond
| o". Esta
| , figura
o~ i es
V 1 similar
a un
Figura 15 - Rectangulo redondo rectang

ulo,

pero las cuatro esquinas son curvas. Las curvas son cuartos de un
circulo; o sea, 90° de un circulo. Podemos describir esta figura con
dos vértices, v,, y v4, que forman las dos esquinas opuestas del
rectangulo. Luego, necesitamos otros dos valores que indican la
altura, h, y la anchura, a. Ambos valores describen el centro de la
circunferencia con respecto a las esquinas del rectangulo. Tal
informacion afecta todas las esquinas, por lo que el cuarto de
circulo es la misma figura para cada una.



Ejemplos de Figuras Geométricas

Veamos algunos ejemplos de otras figuras geométricas que
podemos construir a partir de las figuras fundamentales que hemos
descrito anteriormente.

1. Poligonos Regulares

Un poligono regular se compone de aristas/lados de igual
longitud. Esto implica que el angulo entre cada arista contigua es el
mismo. Si trazamos un segmento del centro a un vértice y otro
segmento del centro a otro vértice contiguo, entonces el angulo entre
estos dos segmentos es un divisor de 21 = 360°. En otras palabras,
cada angulo mencionado es inversamente proporcional a la cantidad
de lados del poligono regular. Podemos usar la siguiente formula:

o = 2o / N, donde o es el &ngulo, y N es la cantidad de lados

Crearemos poligonos regulares en base a una circunferencia que
circunscribe nuestro poligono regular. Esto implica, que el centro de
la circunferencia coincide con el centro geométrico de cualquier
poligono regular. Para esto, necesitamos usar algunas funciones
trigonométricas, junto con el angulo ya calculado. El paso principal
es averiguar la coordenada del siguiente vértice de nuestro poligono.
Usaremos las siguientes formulas:

X; = Cc, + r * cos( i*a ),
yi = ¢, t r * sen( i*o )
donde:

e i=01,2,...,N-1,
» res el radio de la circunferencia, y
* ¢ =(cy, Cy) es la coordenada del centro geométrico de la

circunferencia y del poligono.



Al agregar el centro a nuestra formula, conseguimos mover el
centro geométrico del origen (0,0) al que nosotros deseemos.

1.1. Pentagono Regular

Figura 16 - Poligono - N=5

1.2. Algoritmo

Con un
pentagono, tenemos
que N=5, por lo que
a = 2w / 5, que
equivale a 72°
Suponiendo que
c=(0,0)yr=1,00,
la lista de vértices
es:

(1,0000, 0,0000),
(0,3090, 0,9511),
(-0,8090, 0,5878),
(
(

-0,8090, -0,5878),
0,3090, -0,9511)

Podemos ver el
resultado en la
figura 16.

Ahora presentaremos el algoritmo para implementar el trazado de

un poligono regular:

Poligono Regular( N, centro, radio

1. Crear una lista de N vértices:

2. alfa Figura 2o / N
3. Bucle: 1 « 1 hasta N

vértices



4. vértices[i].Xx « centro.x + radio * cos( (i-
1) *alfa )

5. vértices[i].y « centro.y + radio * sen( (i-
1) *alfa )

6. Dibujar Poligono( vértices, N )
7. Terminar.

La funcion Dibujar_Poligono() se refiere a la funcion de la
biblioteca o API grafica para trazar lineas rectas consecutivas de un
vértice o punto a otro segun una lista de puntos. Si tal funcion
primitiva no existe, entonces a continuacion presentaremos su
algoritmo usando la funcién primitiva, Dibujar_Poligono()-

Dibujar Poligono( vértices, N )
1. Bucle: 1 « 2 hasta N

2. Dibujar Poligono( vértices[i-1].x, vértices[i-
1].y, vértices[i].x, vértices[i].y )

3. Dibujar Poligono( vértices[N].x, vértices[N].y,
vértices([1l].x, vértices([l].y )
4., Terminar.

2. Composicion

El objetivo de usar estas figuras geomeétricas es para poder
construir figuras mas complejas basadas en las primitivas. He aqui
algunos ejemplos de figuras compuestas.

2.1. Cara

Un ejemplo relativamente sencillo
de una imagen compleja es crear una
cara. Para no complicar el ejemplo,



dibujaremos la cabeza como un
circulo, los dos ojos como dos

circulos, la nariz como un triangulo, y
@ @ . la boca como un semicirculo. El

i . resultado se puede ver en la figura 17.

Figura 17 - Cara

2.2. Arco Persa

DR T L L L L bt bbb bt L L LT L L L L LR T

Otro ejemplo es el de dibujar
una ventana de estilo persa. Esto
consiste en dibujar varios arcos,
unidos entre si, seguidos de lineas
rectas. La figura 18 muestra una
simple imagen de la idea citada.

.....................................................................

Figura 18 - Arco Persa



3. Visualizacion de Datos

Una aplicacion en asuntos laborales, pero menos artistica, es en
la presentacion de datos con ambito visual. Desde la presentacion
del censo popular de una region usando barras hasta las
presentaciones de cifras de precios de varios productos en una
empresa usando diagramas en tartas (pie charts, en inglés) hacen
uso de graficos simples pero potentes en cuanto a la informacién
que conllevan. Aqui presentaremos algunos ejemplos de tales usos.

3.1. Barras

Podriamos decir que las barras son el
grafico architipico de las presentaciones en
empresas al igual que los estadisticos al
mostrar las diferencias en poblacion. La
figura 19 muestra un claro ejemplo de tales
datos.

Figura 19 - Barras

3.2. Graficos circulares

Otro grafico popular en Ia
representacion de estadisticas es
la "tarta" o grafico circular. La
figura 20 nos da una idea del
conocido grafico.



29,38 %

Figura 20 - Grafico Circular

4. Diagramas

Otro ejemplo con

R esistencia aphcgmoﬂnes, principalmente,
en disefo es en presentar
__ Generader diagramas. Aqui mostramos,
Inductor en la figura 21, el diagrama

de un circuito eléctrico.

"\ Interruptor
Condansador
| |

I
Figura 21 - Circuito Eléctrico

5. Interfaces Graficas

En el tema de entornos graficos, un claro ejemplo de las figuras
geomeétricas basicas que hemos visto consiste en la creacion de
componentes visuales para interfaces graficas. Por ejemplo, en



entornos visuales como MS-Windows®, existen componentes como
botones, ventanas, menues, pestafnas, barras de proceso, listados,
etc.. Internamente, tales componentes se basan en figuras
fundamentales como rectangulos, circulos, y lineas rectas. La figura
22 muestra la tipica ventana en MS-Windows®.

_iajx|

Figura 22 - Ventana de MS-Windows

6. Curvas

Ya hemos visto las curvas de Bézier, mencionando las
aplicaciones en el disefio de automoviles. En la programacion
grafica, estas curvas son aplicadas popularmente para realizar
logotipos, fuentes, y otras figuras que no se pueden crear con
facilidad como composiciones de figuras basicas. En la siguiente
figura 23, mostramos un fantasma disefiado con varias curvas de
Bézier.



U
0

Figura 23 - Fantasma (Bézier)

Para facilitar a los lectores el diseno de las curvas de Bézier,
presentamos un applet de Java para poder disenar sus propias
curvas interactivamente. Pinche el vértice que se desee mover con el
botdn izquierdo del ratén. Mantenga pulsado este boton izquierdo y
mueva el raton en la direccidon que se desee, para mudar el vértice
de la curva. También se permite introducir las coordenadas
directamente a través de los cuadros de edicion correspondientes a
cada uno de los vértices.

Applet para Curvas de Bézier
Nota: Se requiere la maquina virtual de Sun (Sun VM) para poder

ejecutar este applet de Java.
Ejercicios
Enlace al paquete de este capitulo.

1. Escriba un programa que muestre cualquier poligono regular,
como se ha descrito en este capitulo. Intente con los siguientes
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parametros:
a.N=7

Ejercicio 1a

b.N=10

Ejercicio 1b

c.N=25



2,

Ejercicio 1c

Elija valores para la resolucion y el radio que convengan.

Como una extension al algoritmo, podemos agregar un
angulo inicial, angulo,. Esto nos ayudara para "colocar" el primer
vértice donde queramos. Consecuentemente, los demas
vértices también seran colocados segun el angulo inicial. Esto
implica que la figura sera rotada tantos radianes desde la
horizontal, que pasa por el centro geométrico del poligono al
igual que el de la circunferencia. El algoritmo extendido es el
siguiente:

Poligono Regular( N, centro, radio, angulo; )

1. Crear una lista de N vértices: vértices
2. alfa « 2o / N
3. Bucle: i « 1 hasta N

4. vértices[l].xX « centro.x + radio * cos(
(i-1) *alfa + angulo; )

5. vértices[i].y < centro.y + radio * sen/(
(i-1) *alfa + angulo; )

6. Dibujar Poligono( vértices, N )
7. Terminar.

Escriba un programa para dibujar una estrella. Para esto,
seguimos el algoritmo para dibujar un poligono regular. Sin
embargo, a la hora de dibujar el poligono, necesitamos
implementar nuestra propia funcion que va dibujando cada linea
de un vértice a otro vecino, pero saltandose cada 2,3,4,...,N/2
vértices en nuestra lista. El algoritmo es simplemente el
siguiente:

Estrella( N, centro, radio, angulo,;, salto )
1. Crear una lista de N vértices: vértices
2. alfa « 2o / N
3. Bucle: i « 1 hasta N



4. vértices[il].x « centro.x + radio * cos(
(i-1) *alfa + angulo; )

5. vértices[i].y < centro.y + radio * sen/(
(i-1)*alfa + éangulo; )

6. Dibujar Estrella( vértices, N, salto )
7. Terminar.

El algoritmo de Dibujar_Estrella() se basa en manipular los
indices de nuestra lista de vértices para asi dibujar lineas entre
un vertice y el siguiente segun el valor de salto. Por lo tanto, nos
basaremos en la operacion del modulo o resto de una division,

descrito como mod. He aqui el algoritmo:

Dibujar Estrella( vértices, N, salto )
1. Bucle: i « 0 hasta N-1
2. J « (itsalto) mod N

3. Dibujar Linea( vértices[i+l].x,
vértices[i+1l].y, vértices[]j+1].x,
vértices[Jj+1].y )

4., Terminar.

Pruebe con los siguientes valores:
a. N =7, salto =2

Ejercicio 2a

b. N=7, salto=3



Ejercicio 2b

C. N =10, salto =4

Ejercicio 2c

d. N=12,salto=5

Ejercicio 2d

e. N =25 salto=5



Ejercicio 2e

f. N =25, salto =12

Ejercicio 2f

. Muestre las estrellas anteriores, pero soélo los perimetros. Es
decir, sin que se vean las lineas interiores de la estrella, en si.
Para esto, tenemos que calcular los vértices donde se crucen
las lineas al crear la estrella. Las lineas cruzantes indican un
punto comun para ambas lineas. Esto implica que tenemos que
resolver el siguiente sistema de ecuaciones, para averiguar las
coordenadas x e y de tal punto comun:

Yy = (By_Ay) / % +Ayl
y:(Dy_cy)/(Dx_Cx)*(X_Cx)+cy

donde tenemos las lineas, o mejor dicho los segmentos, AB y
CD.



B D
Ejercicio 3 -
Segmentos cortantes

Simplificando, obtenemos que,

x = (m*A, - A, - n*C, + C,) / (m-n),
y = m*(x - A,) + Ay,

donde,

m = (B, = Ay / (By -~ Ay, ¥y

n = (D, - C,) / (Dy = Cy)

Ejercicio 3a Ejercicio 3b



Ejercicio 3c Ejercicio 3d

Ejercicio 3e Ejercicio 3f

Algunas sugerencias para la implementacion son:

1. Calcule los vértices de la estrella, como se ha explicado
anteriormente, en el ejercicio #2. Luego, calcule los vértices
como se ha explicado previamente, en este ejercicio. Esto
implica que nuestra lista de vértices ahora sera de 2*N, ya
que existe el doble de vértices que en el caso anterior de la
estrella. El segmento AB se basa en el vértice i y el
siguiente, i+salto, mientras que el segmento CD se crea
con el vértice contiguo i+1 y su anterior, i+71-salto. Por
supuesto, hay que tener en cuenta que no podemos
sobrepasar los valores de los indices. Esto implica que
necesitamos "dar la vuelta", por lo que necesitaremos usar
la operacion del modulo.

2. En el calculo de las coordenadas del punto comun (x,y),
debemos asegurarnos de que my n sean valores



determinables (calculables). Si nos fijamos, cada valor se
basa en una division, por lo que es posible que el
denominador sea cero. Consecuentemente, m o n no
podrian ser calculados. Si esto ocurre, entonces implica que
uno de los segmentos es vertical: AB o CD. En este caso,
sabemos el valor de x, ya que éste no varia, al ser un
segmento vertical; o sea, x=A, =B, ox=C, =D,.
Sabiendo esto, s6lo tenemos que calcular el valor de y, a
partir del sistema de ecuaciones presentado anteriormente.
Se nos presenta un caso similar, si el segmento es
horizontal, que ocurriria cuando m o n es cero - cuando el
numerador es cero. En este caso, conoceremos el valor de
y, por lo que podemos calcular facilmente el valor de x. Hay
gue tener en cuenta que surge un problema cuando el
denominador de tanto m o n es cero, pero no existe ningun
problema si el numerador de m o n es cero, unicamente
que podemos simplificar los calculos.

4. Cree un programa para mostrar estrellas, como se ha explicado
en el ejercicio #3. Esta vez, modificaremos el radio segun el
valor del angulo basado en alfa. Es decir, el radio sera ahora
una funcién dependiente de una expresion conteniendo alfa. El
algoritmo sera parecido al siguiente:

4. vértices[1].xXx <« centro.x + radio((i-1)*alfa +
angulo;) * cos((i-1)*alfa + angulo;)

5. vértices[i].y « centro.y + radio((i-1)*alfa +
angulo;) * sen((i-1)*alfa + angulo;)

Pruebe con los siguientes valores y funciones:

a. N = 25, salto = 11,

Real radio( t )
l.a<—l2
2. b « 30



X « a*cos( ) + b*sen( a*t/2 )

y <« a*cos ( ) - b*sen( a*t/2 )

resultado « V( (x°+y?) / ((atb)? + (a-b)?) )
Terminar ( resultado )

t
t

o U1 B W

Ejercicio 4a

b. N =12, salto = 5,

Real radio( t )

1. a « 0,1

2. b « 1

3. X « 2%a*cos( t ) + b*cos( a*t )

4., y « 2*a*sen( t ) - b*cos( a*t )

5. resultado « V( (x+y) / ((2*a+b)? + (2*a-b)?) )
6. Terminar ( resultado )

Ejercicio 4b



5. Basandose en la figura 17, dibuje otras dos figuras:
a. Extendiendo la cara agregando un cuerpo con brazos y
piernas, y

b. Disefiando otra cara expresando otro sentimiento, como por
ejemplo: sorpresa, suefo, enfado, perplejidad, etc..

6. Usando la técnica de composicion, dibuje una casa. Puede
basarse en la siguiente ilustracion.

Ejercicio 6

7. Cree un programa que recoja datos de un fichero y mostrarlos
en dos graficas en forma de a) barras y b) circulo, junto con
algunos resultados estadisticos, si se desea. Por ejemplo,
muestre los porcentajes de cada sector del grafico circular
incluyendo una leyenda para indicar la representacion de cada
color. También se podria calcular e indicar visualmente el
promedio, varianza, desviacidon estandar, etc. en la grafica de
barras.

8. Cree un programa que permita construir un diagrama de un
circuito eléctrico segun los datos guardados en un fichero o
indicado directamente por el usuario. Por ejemplo, el programa
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podria crear un circuito con dos generadores eléctricos, cuatro
condensadores, tres resistencias, dos inductores, y un
interruptor. La complejidad del programa es responsabilidad del
programador; se puede crear un programa altamente adaptable
a cada tipo de circuito o un programa muy simple que agrega un
componente detras de otro, secuencialmente.

Resistencia

" Generador

Inductor

Intertuptor

Condensador

Ejercicio 8

Como una sugerencia, cree funciones para poder dibujar cada
componente de forma general. El programa principal invocara
cada funcién para dibujar el componente eléctrico segun los
datos que describen el circuito. La descripcion del circuito puede
ser simple, como una cadena de caracteres. Por ejemplo,
"GRRCCILGLCCR", donde G indica un generador, R es una
resistencia, C es condensador, | es interruptor, y L es inductor.

. Disefie un campo de futbol. Se puede basar en el siguiente
diagrama.



10.

Ejercicio 9

Disefe una figura usando curvas de Bézier. No es necesario
que el dibujo se base exclusivamente en curvas de Bézier. Por
ejemplo, intente disefiar un logotipo propio 0 quiza copiarse de
uno existente. Otro ejemplo puede ser recrear una letra del
abecedario usando estas curvas. Se aconseja hacer uso del
applet de Java presentado anteriormente en este capitulo para
disenar curvas de Bézier.

Ejercicio 10
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Capitulo 6 - Modelado en 2D

Hasta este momento se ha visto varios ejemplos de programacion
grafica implementando diferentes técnicas. A partir de ahora nos
centraremos en generar nuestra imagen como un conjunto de objetos
visuales. Crearemos un modelo para representar nuestra escena
describiendo los objetos que la componen. Representaremos cada objeto
en términos de su geometria y topologia. La necesidad de colocar los
objetos en la escena nos fuerza a describirlos segun su posicion. Nos
basaremos en un sistema de coordenadas, como el plano cartesiano,
para situar cada uno de estos objetos.

Para crear y manipular modelos para poder crear las escenas que
compondran nuestra imagen, necesitamos describir nuestros modelos y
SuUsS operaciones numerica y geométricamente. Esto supone usar las
matematicas para poder desarrollar las imagenes que nos interesan
generar.

Conceptos

Para poder entender las operaciones y algoritmos que usaremos para
modelar nuestros objetos y escenas, debemos comprender algunos
conceptos matematicos fundamentales.

Vamos a definir brevemente los conceptos acerca de tres tipos
basicos de entidades para describir nuestros objetos y que nos
proporcionaran ciertas propiedades importantes:

Escalares

Basicamente, se trata de numeros reales que tienen dos operaciones
importantes: la suma y la multiplicacion. También tienen las siguientes
propiedades:

e Conmutativa:



a+ b =Db + a

a *b=Db * a

e Asociativa:

a+ (b+c) = (a+ b) +c
a* (b *c) = (a* b) *c

e Distributiva:

a* (b+c) = (a*Db) + (a * c)

Existen dos escalares especiales: el elemento neutro 0 para la suma 'y
el 1 para la multiplicacion. Esto es,

a+ 0 0O + a=a

a*1l=1%*a-=a

Ademas, existen las inversas de la suma, descrita como -a, y de la
multiplicacién, descrita como a™'. Esto es,

a+ (-a) =0

a *al=1

Puntos

Un punto no es nada mas que una ubicacion en un espacio sin
siquiera tener tamano. Los puntos existen irrelevantemente de un sistema
de referencia o de coordenadas. Obviamente, seria inconveniente e
impractico describir cada punto existente sin usar un sistema de
coordenadas.

Vectores

Geomeétricamente, un vector es un segmento orientado que tiene
direccion, sentido (u orientacién), y magnitud, representada como la
longitud del segmento. Un vector no tiene posicidn, por lo que dos



vectores son idénticos si tienen la misma direccion, orientacion, y
magnitud. Al igual que ocurre con los puntos, necesitaremos un sistema
de coordenadas para referirnos a cualesquier vectores.

Nota: Sugerimos consultar el Apéndice 2 para profundizar en el tema
de los vectores.

Espacios

Nos interesa hablar de ciertos espacios concretos, como son:

e El espacio vectorial, o a veces llamado el espacio vectorial lineal, se
compone de escalares y de vectores. Se definen varias operaciones
con estas entidades y entre si.

Nota: Consulten el Apéndice 2 para mas informacion acerca de
estas operaciones.

» El espacio afin amplia el espacio vectorial agregando el concepto de
puntos. Con estas entidades, podemos crear un sistema de
coordenadas, descrito como una base de vectores y el punto de
origen.

» El espacio euclidiano agrega al espacio afin la nocion de distancia o
la medida de tamano. La nueva operacion principal es el llamado
producto interno que resulta en un escalar a partir de dos vectores.
Por esta razon, se suele llamar producto escalar a esta operacion.

Lineas

Una linea recta es un conjunto infinito de puntos que comparte una
misma pendiente o direccion. Podemos describir cualquier punto en una
linea con las entidades descritas anteriormente; esto es,

P(t) = Py + t v

donde P es un punto arbitrario y conocido, t es un escalar, y v es un

vector. P(t) describira cualquier punto en la linea segun el parametro t.
Al ajustar un sistema de coordenadas, la formula de una linea recta,
en dos dimensiones, se convierte en la siguiente:

(x(t),y(t)) = (Xgryo) + t (v, vy)
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Se puede convertir lo anterior en el siguiente sistema de ecuaciones:

x(t) = xo + t v,
Yo T t v

e
o+
Il

y

Despejando el parametro t de este sistema de ecuaciones, obtenemos
la siguiente formula mas familiar:

(y(X)-yp) = m (x-Xp)

donde m es la pendiente que es igual a vy/vx. Esta ecuacion termina
siendo el siguiente polinomio,

y(x) = m x + b
Convexidad

Un poligono es convexo si cada segmento que une cada dos de sus
vértices existe completamente en el interior de tal poligono. También
podemos decir que un poligono es convexo si el angulo formado por cada
pareja contigua de aristas queda comprendida entre 0° y 180° (ambos

incluidos).
P P

T L]

P P P

3 2 3

Figura 1 - Convexo Figura 2 - Concavo



Ahora podemos continuar con otros conceptos que necesitamos para
crear y controlar los modelos de los objetos graficos. Los objetos que
vamos a tratar por el momento seran compuestos por uno o varios
poligonos convexos. Al manejar poligonos, podemos describirlos a través
de un conjunto de vértices y aristas. Trabajar con poligonos, vértices, y
aristas es mas simple que manipular objetos mas complejos basados en
féormulas y funciones matematicas complicadas. Si usaramos objetos
complejos, se nos complicaria bastante la generacion de la imagen. En
otros capitulos, veremos otras técnicas avanzadas para crear modelos
mas complicados pero mas realistas. Por el momento, veremos las
técnicas necesarias para generar y visualizar objetos basados en
modelos que aproximen aquellos objetos mas complicados.

Sistema de Coordenadas

Hemos visto los objetos abstractos: escalares, puntos, y vectores.
Ahora asociaremos estos objetos a un sistema de coordenadas como
referencia.

El sistema de coordenadas o sistema de referencia es un conjunto de
N escalares para referirse univocamente a cada punto en un espacio de
N dimensiones. Por ejemplo, en dos dimensiones (2D), cada punto es
descrito por dos escalares que representan dos coordenadas. El tipico
sistema de coordenadas que usamos es el llamado sistema de
coordenadas cartesianas o rectangulares. Este sistema de coordenadas
se basa en anchura y altura - las mismas propiedades de un rectangulo.
También es usual usar el sistema de coordenadas polares, que se basa
en un radio y en un angulo, para describir cualquier punto.

Por el momento nos ceniremos a usar un sistema de coordenadas
rectangulares. Describimos este sistema a través de una base - conjunto
de vectores linealmente independientes. Por ejemplo, podemos describir
un vector cualquiera, q, de esta manera:

q=au+byvwv

donde a y b son escalares y componentes de q, mientras que u y v
son vectores que forman una base.
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Una base involucra vectores, pero como los vectores no tienen
posicion, necesitamos un punto de referencia para nuestro sistema de
coordenadas. Por ello, creamos un marco de referencia en espacios
afines. Un marco de referencia se compone de la base que describe un
sistema de coordenadas y un punto de referencia que describe el origen.
De esta forma, fijamos los vectores de la base en un solo punto. Ahora
podemos describir cualquier vector en un marco de la misma forma que
en el espacio vectorial:

q=au+byv

A También podemos describir
unicamente cualquier punto, P, en un
marco, de esta manera:

P=0+au+byvw

donde O es el punto de origen.

o - Cambio de Coordenadas
Figura 3 - Marco de referencia

Fr A
ecuen
temen
te,
querr
emos .
repres
entar
un
punto Figura 4 - Sistema de coordenadas con los vectores mudados
O un
vector en una base a su equivalente en otra base. Esto supone cambiar
de un sistema de coordenadas a otro. Digamos que tenemos dos bases:
{uq,uy} y {v4,v,}. Cada vector en la primera base se puede representar en

términos de la segunda base, y viceversa. Esta representacion incluye




componentes escalares resultando en el siguiente sistema de
definiciones,

u; = a;p vt oapp v
U = ap; vy t az, v

Describimos el conjunto de los componentes escalares como una
matriz; esto es,

(a;; a;p )
M= (ay ap)

Usando matrices, obtenemos la siguiente expresion,

(ug ) (ap; a;p ) (vy)
(uy ) = (ay axp ) (vy)

Para poder cambiar la representacion de {v4,v,} a {uq,u,} debemos
calcular la inversa de la matriz, M, de los componentes escalares. En
general, representamos cualquier vector, v, en la base {v4,v,} de esta
manera, en forma matricial,

Para representar v en la base de {u4,u,}, acabaremos invirtiendo la
matriz, M. Si u es la nueva representacion del mismo vector, v, entonces
la expresion es la siguiente,

Para llevar a cabo la conversion, queremos averiguar los valores de
(uy, Uy ). Realizamos los siguientes pasos para ello,
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Sustituimos la base {u4,u,} por su definicion,

(ap; a;p ) vy ) (vy)
(u,u, ) (agy agpy ) (vy ) = (vgevy ) (vy)

Como la matriz de la base {v4,v,} multiplica ambos lados de la
igualacion, la eliminamos. Ahora tenemos lo siguiente:

(ap; a;p )
Xuy)(a21a22):(vxvy)

Como conocemos la matriz, M, y el vector, v, necesitamos despejar la
matriz del lado izquierdo de la igualdad, para determinar los valores
desconocidos que representa el vector, u. Esto es,

uM=v
uMM! = v M!
ul-=vM!
u=vM!

La ecuacion final es la siguiente, que se basa en calcular la inversa de
la matriz, M,

-1
(a;; 2z )
u=v ( as; ar, )

Este cambio de bases no varia el origen y por tanto podemos usarlo
para describir rotaciones y cambios de escala de una base en términos
de otra base. Sin embargo, para realizar una traslacién del origen o un
cambio de marco, no se puede representar de esta forma. Antes de ver
este cambio de marco, veamos un ejemplo de un cambio de
coordenadas.

Nota: Aconsejamos ver el Apéendice 3 para una introduccion a las
matrices.

Ejemplo

Tenemos el vector, v = (-1, 3 ), en la base {i,j}, que se representa asi:
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Figura 5 - Definicidon de v

siguiente:
(-1 1)
M=( 2 2)

Para realizar el cambio
de coordenadas,
necesitamos calcular la
inversa de M, que es,

(-1 1)t
M= ( 2 2) =n1

( -0,50 0,25)
A = ( 0,50 0,25 )

En la nueva representacion,
representacion es la siguiente:

( -0,50
-1 3) ( 0,50

0,25
0,25

)
)

Ahora queremos representar v en la
base {uq,uy} cuya representacion es la
siguiente, en términos de {i j}:

u, = -1 i+ 1 3
u, = 2 i+ 2 j

Por lo tanto, la matriz de Ilos
componentes de los vectores es la

u1=—1+]

Figura 6 - Definiciones de v y de {u1,u2}

llamemos a v el vector, u, cuya

v = (-1, 3) en la base {i,j} se representa como u =( 2, 0,50 ) en la

base {uq,u,}.
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Coord
enada

Homo
génea

S Figura 7 - Representacion de v como u en la base {u1,u2}

Uno de los problemas con que nos enfrentamos es la posible
confusién entre un punto y un vector, a la hora de representarlos. Por
ejemplo, P=(32)yv={(-25) comparten la misma representacion
matricial. Ademas, no se puede representar un cambio de marco con
multiplicaciones matriciales. Para evitar estas dificultades, usaremos
coordenadas homogéneas las cuales agregan un elemento o dimension
mas al que tenemos, para representar puntos y vectores.

En el marco descrito por ( uy, u,, Py ), cualquier punto, P, puede ser

representado como,

P=awu + bu, + Py

Podemos expresar lo anterior con matrices, resultando en lo siguiente:

Asimismo, podemos expresar cualquier vector del mismo marco de la
siguiente manera:

v =cu + du,

La expresion en forma matricial es la siguiente:



Podemos expresar este vector sencillamente como:

v=(cdOo0)

Resumiendo, con las coordenadas homogéneas,

e Podemos representar y manipular puntos y vectores de la misma
manera.

e Cualquier punto en 2D se representara asi, P=(x,y, 1).

« Cualquier vector en 2D se representara asi, v = ( vy, vy, 0).

Existe una relacion lineal entre un punto en 2D y su representacion en
coordenadas homogéneas. Al extender un punto en 2D a uno en 3D, éste
se convierte en una linea recta de la forma, P = ( tx, ty, tw ). Por lo tanto,
tenemos un conjunto de coordenadas equivalentes, como es ( 2, 3, 1),
(4,06,2) (20, 30, 10 ), etcétera. Sin embargo, como nos interesa
mantener el tercer componente como 1, debemos homogeneizar el trio.
Esto se hace dividiendo el tercer componente, w, entre todos. Por
ejemplo, P =(-15,10,5)pasaaserP=(-3,2,1).

Cambio de Marcos de Referencia

Usando coordenadas homogéneas, podemos realizar un cambio de
marcos de referencia entre {v4,vy, Po} y {uq,us, Qg}. Como hicimos con el
cambio de coordenadas, expresaremos un marco en términos del otro.
Esto es,

u; = a;;p vt oapp v
U = ap; vy t az v
Qo = azp vy t+ asz, v + Py

En forma matricial, obtenemos la siguiente férmula,

(ug ) (ajp a;p 0) (vyg )
(up ) = (ap; azp 0) (vy)
( Qo) ( az; asy 1) « Py )



La matriz de componentes escalares es la llamada matriz de
representacion del cambio de marcos de referencia. Se define de esta
manera:

)
)
)

(a;; ap
M= ( ay apy

= O O

(as; as

Podemos cambiar la representaciéon de un punto o de un vector al
tener diferentes marcos de referencia. Si v es un vector descrito en el
marco de {v4,V,, P},

su representacion, u, en el marco de {u4,uy, Qg} es,

(ug )
XL‘lyO) (uy )
( Qo)

Para calcular los escalares de u = ( u,, Uy, 0 ), debemos calcular la
inversa de la matriz, M. Esto es,

((a;; a;p 0)7F

((as azp 1)

Ejemplos de Cambio de Marcos

Veamos dos ejemplos de cambio de marcos de referencia.

1. Volvamos al ejemplo anterior:
Tenemos el vector, v = ( -1, 3, 0 ), en el marco {i,j, (0,0)}, que se
representa asi:

v=-11i+ 33



Ahora queremos representar v en el marco {uq,u,, Qy} cuya
representacion es la siguiente, en términos de {i,j, (0,0)}:

u, = -1 i + 1 3
u, = 2i+ 27
Q= 24i-173 + (0,0)

La matriz de la representacion es la siguiente,

(-1 1 o0 )7t
Mt = ( 2 0) =A
( 2 -1 1)
( -0,50 0,25 0 )
A= ( 0,50 0,25 0)
( 1,50 -0,25 1)

El vector, v, representado en el nuevo marco se llamara u, que se
define como,

( -0,50 0,25 0)
uw= (-1 3 0) (¢ 0,50 0,25 O0) = +( 2 0,5 0)
( 1,50 -0,25 1)

Como podemos observar, obtenemos el mismo resultado que en
el ejemplo anterior, cuando hicimos un cambio de coordenadas. Esto
es porque los vectores no tienen posicion y por tanto el cambio del
punto de origen no afecta a los vectores ni contribuye a su
representacion.

: Veamos lo que sucede al representar el punto, P =( 1, -1 ) en el
marco {i,j, (0,0)}:

P=14i-173+ (0,00 =i - 3



i Ahora

: queremos
(0.0) i representar el
' | punto, P, en el
----------- P=(1.-1) marco

{u,uy,  (2,-1)}
La matriz de
representacion

Figura 8 - Definicion de P en el marco {i,j, (0,0)}

de este marco es la siguiente:

Q=77 (2.1
Figura 9 - Definiciones de P y el marco {u1,u2, (2,-1)} en el
marco {i,j, (0,0)}

La nueva representacion del punto, P, se calcula de la siguiente

manera:

0 =p M1
( -0,50 0,25 0 )

O=(1-11) ( 0,5 0,25 0) = ( 0,50 -0,25 1)
( 1,50 -0,25 1)

Se trata del mismo punto en el espacio euclidiano, pero segun el
marco de referencia, se puede representar de dos formas diferentes:
(1,-1)6(0,50, -0,25).

Transformaciones Afines

Una transformacion es una funcion que acepta un punto y lo convierte
- siguiendo alguna légica o algoritmo - en otro punto. Asimismo se puede
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sfor
=(0,50,-0,25
Q=(0.50.-0.25) ma

Figura 10 - Representacion de P como Q en la base {u1,u2} 4

(0.0)

n
de un vector a otro vector. Si usamos coordenadas homogéneas,
podemos representar cualquier transformacién usando la misma funcion
para aceptar tanto puntos como vectores. El problema es que esta
definicion es demasiado general para nuestros propoésitos. Como vamos
a estar manejando objetos geométricos mas complicados que puntos y
vectores, seria impractico aplicar la misma transformacion a cada punto y
vector que compone nuestros objetos en nuestra escena y en nuestra
imagen.

Necesitamos limitar las transformaciones que queremos usar. La
restriccidn mas importante es la linealidad. Sin entrar en mucho detalle, el
uso de transformaciones lineales supone que una linea se convierte en
una linea. De esta manera, podemos transformar los puntos finales que
describen un segmento para asi transformar tal segmento, sin tener que
transformar todos los puntos que comprenden tal segmento. Usando
coordenadas homogéneas, tales transformaciones implicaran una
multiplicacion matricial. Podemos representar tal transformacion entre a y
b, que pueden representar tanto puntos como vectores, de esta manera,

a=b M

Como podemos ver, esta formula es idéntica a la que usamos para el
cambio de marco de referencia. Por lo tanto, una transformacion lineal
corresponde a un cambio de marco. Dicho esto, declaramos que una
transformacion es a) un cambio de representacion de los objetos de un
marco de referencia a otro o b) un cambo de las figuras de los objetos
dentro del mismo marco de referencia.

Volviendo a la matriz en coordenadas homogéneas,



(a;; a;x 0)
M = ( a21 a22 O )
((as as; 1)

vemos que solo tenemos 6 elementos con los que trabajar de los 9
que existen en una matriz de 3x3. Técnicamente, decimos que esta
matriz tiene 6 grados de libertad. Sin embargo, al aplicar este tipo de
matrices para transformar un punto o un vector, podemos deducir dos
tipos de matrices diferentes. Como un vector se define asi,

v = ( vq vy 0 )

la transformacidn acaba siendo la siguiente matriz,

(a;; a;p 0)

Myector = ( ap1 @z, 0 )
(0 0 1)

Como la coordenada homogénea de un vector es cero, los elementos
asq Y az, de la matriz no influyen en el resultado de la multiplicacion.
Para transformar un punto, descrito como,

P= (P, P, 1)
la transformacién es la siguiente matriz,
(aj a;p 0)
Mounto = ( @z1 az 0)

(a3 aszp; 1)

Por lo tanto, existen 4 grados de libertad para una transformacion de
vectores, pero usamos los 6 grados para las transformaciones afines con
puntos.

Operaciones

Existen cuatro transformaciones afines: traslacion, cambio de escala,
rotacion, y sesgado o transveccion. Usando coordenadas homogéneas,



cada transformacion se puede representar como una matriz de 3x3 de la
forma,

(a;; a;; 0)
M= (az ay0)

((as as; 1)
Traslacion

Se trata de una operacion que desplaza un punto una distancia fija en
una direccion y sentido concretos. El parametro que se necesita es
simplemente un vector a modo de desplazamiento: d = ( d,, d, ),

P’ =P +d
donde,

P = (P, P, 1)

P'' = (P',P', 1)

d = (d, d, 0)

X X

P', = P, +d

Como p' R’
vemos, una
traslacion
trata de una P R Q
suma. Esto
va en contra
de la Q

mu|t|.p|.|caC|on Figura 11 - Traslacion de varios puntos por un vector d
matricial que



hemos estado aplicando hasta estos momentos. Sin embargo, no
tenemos un grave problema al usar coordenadas homogéneas,

Pr =p T
donde,
(1 0 0)

T= (0 1 0)
(d,d, 1)

Analizando esta matriz, vemos que tiene 2 grados de libertad. Por ello,
solemos describir una traslacion como una funcion que acepta dos
parametros: T(d,,d,).

Como no podemos conseguir el mismo resultado con una matriz de
2x2, se usa una matriz de 3x3 y coordenadas homogéneas como una
forma ingeniosa de convertir una suma a una multiplicacion. Esto nos
permitira "encadenar" las transformaciones como multiplicaciones entre
matrices. Con una suma de por medio, no podrimos hacer tal
"encadenaciéon”, ya que las multiplicaciones se deben realizar antes de
las sumas.

Podriamos calcular la inversa de la matriz de traslacion con el
algoritmo general. Sin embargo, para la traslacion, existe una solucién
sencilla basada en la geometria. La inversa de una traslacion es
sencillamente otra traslacion en el sentido contrario. Esto es,

I P=(3.-1)



Figura 12 - Traslacién de P=(3,-1) por el vector d=(-4,5) dando P'=

(-1,4)
( 1 0 0)
T = ( 0 1 0 )
( d, d, 1)
(1 0 0)
T = ( 0 1 0)
(-d, -d, 1)

Veamos un ejemplo sencillo, desplazando un punto, P = ( 3, -1 ), una
distanciade d = (-4, 5),

P' = P T(-4,5)
( 0 0)
(P',P'y1)=1(3-11)( 0 1 0)
(-4 5 1)
P' = ( -14 1)

Cambio de Escala

Esta operacion sirve para modificar proporcional, pero no
necesariamente uniformemente, los valores que representan los puntos o
vectores a través de dos factores; uno para cada dimension. Este factor
multiplica cada valor de la entidad - punto o vector - en cuestion
aumentando o reduciendo tal valor. Al aplicar esta operacion a un objeto
compuesto por segmentos, el resultado visual sera el de un cambio de
tamano. Algebraicamente, expresamos esta operacion de la siguiente
manera:

P!
p', =P, * s

1
g

*
[0)]

donde, P contiene las coordenadas del punto original, P’ las del punto
transformado, y s, y s, son los factores para el cambio de escala:



»
P'=(ax.by)

)
P=(x.y)

Figura 13 - Cambio de escala del punto P por los factores sx y sy

Como ocurre con la matriz de traslacion, la matriz para el cambio de
escala también tiene 2 grados de libertad. Asimismo podemos
representar esta operacion como una funcién que acepta dos parametros:
S(sy,Sy)-

Ademas de agrandar y reducir el tamafo, podemos crear el efecto de
reflejo al usar numeros negativos. También hay que tener en cuenta que
al multiplicar por un punto, éste puede cambiar de posicion. Como esto
no ocurre con el origen, (0,0), podemos multiplicar cualquier factor por
este punto, sin variarlo. Por lo tanto, se suele elegir el origen para fijar un
punto al aplicar un cambio de escala.

La inversa de una matriz de cambio de escala es simplemente la
inversa de la multiplicacion: la division. Esto es,



(1/s, 0 0)
st=(0 1/s,0)
(0 0 1)
P'=(6.4)
................................... .
P=(.-1)

Figura 14 - Cambio de escala de P=(3,-1) por los factores sx=2 y
sy=-3 dando P'=(6,4)

Ejemplo

Veamos un ejemplo, para aumentar y aplicar reflejo al siguiente punto,
P =(3,-1), por los factores, s, =2y s, = -4,

( 0 0)
(p',P',1)=(3-11) ( 0-4 0)
(0 0 1)

Rotacion

En esta operacion, el punto es transformado siguiendo el camino de
una circunferencia con el origen como su centro. El camino a recorrer



depende del angulo indicado. Las siguientes ecuaciones describen esta
operaciéon usando forma polar,

P, =r * cos «
Py = r * sen o
P', =r * cos( o+ B )
P’ r * sen( o + )

donde, P es el punto original, P’ el punto transformado, r es el radio en
forma polar, y ay B son los angulos inicial y final, respectivamente:

Usando identidades trigonomeétricas, sustituimos los cosenos y senos
de una suma de angulos por expresiones equivalentes. Obtenemos la
siguiente ecuacion,

P', = r * cos a cos B - r * sen o sen P
P', = r *¥ sen o cos B + r * cos a sen P

Aplicando las definiciones anteriores a estas ecuaciones, obtenemos
que,

p', =P, cos B -P,senfp = P, cos B - P, sen p
p', =P, cos B + P, sen p = P, sen B + P, cos P

En forma matricial, obtenemos la siguiente férmula:
P'" = PR



Esta matriz de P'=(x.y

rotacion supone 4 @
grados de libertad y

s6lo requiere un
parametro: el
angulo de rotacion.
El angulo se

P=(xy)

Figura 15 - Rotacién del punto P por el angulo 3

interpreta como positivo en el sentido contrario de las agujas del reloj a
partir del eje X del marco de referencia. Podemos definir la rotacion como
una funcion, escribiendo: R(B).

La inversa de una rotacion es sencillamente otra rotaciéon con el
mismo angulo pero negativo, para indicar un sentido contrario del angulo

original. Esto es,

( cos B sen B 0)
R=(-sen B cos B 0)
( O 0 1)
( cos - sen -p 0) ( cos B -sen B 0 )
Rt = ( -sen - cos - 0) = ( sen P cos B 0)
(0 0 1) ( 0 0 1)
Ejemplo
Vea P'=(2.8284. 1.4142)
mos un T =4
ejemplo e
para p=m/4 = 45°
rotar el 3 F
siguient | ;
e punto, P=(3.-1)

Figura 16 -
P=(3,-1), porel angulo

P’ = P R(/4)

Rotacion del punto P=(3,-1) por el angulo B=11/4
B = 11/4 (45°).



( cos m/4 sen m/4 0 )
(P'yP'y1)=(3-11) ( -sen n/4 cos nm/4 0 )
( O 0 1)
( N2/2 A~N2/2 0)
P'" = (3 -11) (-N2/2 ~N2/2 0)
(0 0 1)

)
Il

( 2,8284 1,4142 1 )

Sesgado

La transveccion o el sesgado trata de mudar todas las entidades en la
misma direccion a lo largo de un eje. Esta combinacion de traslacion y
cambio de escala "deforma" las entidades, tirando de ellas en ambos
sentidos en la misma direccidn. La deformacién se basa en el angulo, q,
formado por el eje elegido y la linea que corta el eje elegido y contiene los
nuevos puntos transformados. Las ecuaciones que describen esta
operacion a lo largo del eje X son las siguientes,

P', = P, + P, cotg «
P', =P,
donde,
P = (P, P, 1)
P' = (P',P', 1)
Esto nos lleva a la siguiente forma matricial,
P' = P H,
donde,
( 1 0 0)
H = ( cotga 1 0)
( 0 0 1)



P'=(x.¥) Pode

e mos
observar
perfectam

Figura 17 - Sesgado del punto P por el eje X con angulo a ente que
esta

matriz solo tiene 1 grado de libertad. Debemos tener cuidado con los
valores de a, ya que la cotangente puede dispararse hacia el infinito, si el
angulo es 0 6 1 (180°). La restriccion para el angulo es la siguiente:
O<a<m y -m<a<0.No tiene sentido que el angulo se salga de este
intervalo, pero si hay que tenerlo presente. También observamos que no
existe un sesgado con un angulo de 90°. Esta transformacién se puede
describir como una funcion: H,(a).

Realizar la operacion inversa de un sesgado supone otro sesgado con
el mismo angulo en forma negativa. Esto es,

( 1 0 0)
H = ( cotga 1 0)
( 0 o 1)
( 1 0 0) ( 1 0 0
Hg{ = ( cotg - 1 0 ) = ( -cotgaoa 1 O0)
( 0 0o 1) ( 0 0 1)

Para conseguir la matriz para el sesgado a lo largo del eje Y,
derivamos las ecuaciones de una manera muy parecida:

p', =P

X X
P', = P,

cotg o + Py

Obtendriamos la siguiente matriz,

( 1 cotga 0)
Hy = ( 0 1 0 )
( O 0 1)



Ejemplo

I—>’ o = T/4 = 45°

_.‘P =(3.-1)
TP =(2,-1)
Figura 18 - Sesgado del punto P=(3,-1) por el eje X con angulo

a=T11/4

Veamos un ejemplo sesgando el punto, P = ( 3, -1 ), por el eje X
formando el angulo a = 11/4 (45°).

P' = P H, (nn/4)
( 1 0 0)
(P',P'y1)=(3-11) ( cotgmn/4 1 0)
( 0 1)
(1 0 0)
P’ = (3-11) (1 1 0)
(0 0 1)
P' = (2-11)

Uso de Transformaciones

Las transformaciones basicas que se han visto hasta ahora controlan
las entidades - puntos y vectores - que operan, con resultados diferentes.
Analizando estas transformaciones, podemos clasificarlas segun el
efecto, que provocan, de las entidades resultantes. Se suele hablar de
transformaciones de "cuerpo rigido", que son aquellas transforamciones
cuyos cuerpos no sufren deformaciones. Cualquier secuencia de
traslaciones y rotaciones cumple con este criterio, ya que no distorsiona
el objeto, conservando el paralelismo y las longitudes de las lineas al
igual que los angulos. Sin embargo, operaciones que incluyan cambios
de escala y sesgados moldean los cuerpos, por lo que no conservan las



longitudes de las lineas ni los angulos. Aun existiendo estas diferencias,
si podemos garantizar que cualquier transformacion afin conserva el
paralelismo de las lineas.

Con estas transformaciones, podemos crear nuevas operaciones
compuestas por las operaciones basicas. Para llevar a cabo esta
composicion, aplicamos una serie de transformaciones multiplicandolas
por cada entidad a transformar. Multiplicamos la matriz, que representa la
transformacion, por el punto o vector. Esto es,

P’ « P M,
P’ « P’ M
P’ « P' M,
P’ « P’ My
P’ « P' M,

P'" « P' M,

Como se trata de multiplicaciones de varias transformaciones, M,,,
aplicadas a los mismos puntos original y transformados, P, podemos
agrupar estas matrices de transformaciones en una serie de
multiplicaciones. Esto es,

P «— P MO Ml M2 eee Mn

Podemos agregar mas matrices al producto para aplicar mas
transformaciones, creando una encadenacion. Al multiplicar todas las
matrices de transformacion, terminaremos con una sola matriz que
recoge todas las transformaciones aplicadas a la entidad en cuestién. De
esta manera, podemos multiplicar varias matrices iguales para luego
multiplicar la transformacion resultante a todas las entidades que nos
interesan. Esto optimiza la cantidad de multiplicaciones que debemos
hacer. Por ejemplo,

M My M M, . M

P’y « Py M



P', « P, M
P', « P; M

P'" ~ P

Composicién

Veamos algunas transformaciones compuestas que nos pueden ser
utiles en el manejo de nuestros modelos 2D. Debemos tener presente
que una secuencia de transformaciones no es necesariamente igual a la
misma secuencia en diferente orden. Por ejemplo, la secuencia TRT S #
STTR#STRT. Obviamente, esto tiene sentido, ya que no existe la
propiedad conmutativa para las matrices.

El primer ejemplo que trataremos es rotar un objeto por un punto fijo.
Como ya hemos explicado, la rotacidén se realiza por el origen (0,0). Para
rotar por otro punto, simplemente mudamos ese punto fijo al origen,
rotamos por el origen, y luego devolvemos el punto a las coordenadas del
punto fijo. Algebraicamente, representamos esta idea de la siguiente
manera:

M = T(-pg) R(a) T(pg)

donde, p; = (X1,Y5) €s el punto fijo por el que queremos rotar y a es el
angulo de rotacion.

Podemos multiplicar todas las matrices para obtener la matriz
resultante, M, que es la siguiente:

( cCos o sen o 0 )
M = ( -sen o cos o 0)
( (X — X COs o + yf Sen o) (Yf - X¢ sen o — yg cos o) 1)

Ejemplos



Veamos unos ejemplos practicos.

1. Tenemos dos puntos, p = (4,2) y q = (-3,1). Queremos rotar estos
dos puntos alrededor del punto (fijo), F = (2,-1), por un angulo,
a =T1/6 (30°),

p'" =p T( (-2
q’' =g T( (-2

p'=2?
b o = /6 = 30°
[ ——— — '.'.'::..-.
; Sip=(4.2)
@ I '
i: o = /6 = 30° P ;
F=(2.-1)
.__.
quzoo
Figura 19 - Rotacion de los puntos p y q por el punto F con
angulo a
Calculemos la matriz resultante, M,
( cos 1/6 sen 1/6 0 )
M= ( -sen 11/6 cos 11/6 0 )
( (2 -— 2 cos /6 - sen 11/6) (-1 - 2 sen /6 + cos 11/6) 1)

Aplicando la matriz resultante, obtenemos el siguiente paso,

( 0,8660 0,5 0)
p' = ( 421) (-0,5 0,8660 0 )
( -0,2321 -1,1340 1)
( 0,8660 0,5 0)
q'"' = (-311) (-0,5 0,8660 0 )
( -0,2321 -1,1340 1)



Los resultados son los siguientes,

( 2,2321, 2,5981 )
q' = ( -3,3301, -1,7680 )

T
|

p'=(2.2321.2.5981) 2. Otro

ejemplo
parecido al
anterior es a la
hora de
agrandar 0
.= o I empequefiecer
o = 11/6 = 30° I un objeto el
; = : * cual esta
l___:::;-_-_-_-_-_-_::::'_:'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'f"" F=@-1) compuesto por
q'=(-3.3301. -1.7680) varios puntos y
: S lineas. Esto
Figura 20 - Los puntos p'y q supone N

cambiar de
escala, pero como hemos visto anteriormente, esta operacion
también realiza una traslacion proporcional a los parametros del
cambio de escala. La solucion es mudar el objeto al origen, realizar
la operacion del cambio de escala, para luego regresar el mismo
objeto a su posicion original. Esto supone que debemos elegir un
punto fijo e invariable para poder trasladar y fijar el objeto al origen.
Veamos las operaciones matriciales basicas para implementar esta
operacion compleja:

M = T(-pg) S(s,,s,) T(pf)

donde, ps = (X:,Ys) es el punto fijo por el que queremos cambiar el
tamaro de cualquier entidad segun los factores indicados por s, y s,.

Multiplicando todas estas matrices obtenemos la siguiente matriz
resultante, M,



M = ( 0 S 0)
1)

Veamos un ejemplo de esta transformacion.

Tenemos un cuadrilatero formado por cuatro puntos, p = (4,2),
q=(31),r=1(2-2), y s =1(30). Vamos a agrandar este objeto
desproporcionalmente: s, =2y s, = 0,5 y fijado en el punto, F = (1,2).
Algebraicamente, tenemos lo siguiente,

NN NN

1 T |
n B .Q T
nNnnon n
o o oo
oo or Al
HHa A4

Figura 21 - Agrandamos desproporcionalmente un cuadrilatero
filado en F=(1,2)

Calculemos la matriz resultante, M,

Ahora multiplicamos cada punto, que describe nuestro objeto, por
la matriz resultante,
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Al final, obtenemos la siguiente informacién,

[l
~
o RN
~
vvmv
—

Figura 22 - El nuevo cuadrilatero formado por los puntos p’, ', r', y
S!

nstancia

Otro claro ejemplo del uso de las transformaciones tiene que ver con
la creacion de nuevos objetos. En muchas ocasiones, queremos mostrar
varios objetos basados en una misma figura. Seria algo engorroso
describir las coordenadas exactas que describen cada instancia basada
en la misma figura. Por ello, definimos un juego de diferentes objetos



para luego crear cada objeto escogido de nuestro juego, que queremos
mostrar en nuestra escena. Usando traslaciones, podemos colocar todas
las instancias de cualesquier objetos en nuestra escena los cuales
pueden estar descritos de una sola manera. Por supuesto, también
podemos modificar cada instancia antes de colocarla en la escena. Esto
supone aplicar otras transformaciones a nuestros objetos antes de
trasladarlos a sus respectivas posiciones finales.

Ejemplo
v, =(1.1) Describimos un triangulo, ¢, con
la siguiente lista de vertices:
v=((0,0), (1,1), y (2,0) ). Vamos a
L crear cuatro triangulos basados en
v o= ([] []) v, (2-0) . ., .
oo - esta descripcion: ty, t4, t,, y t5. Sin

Figura 23 - El triangulo original, t embargo, aplicaremos varias

transformaciones a cada uno de los

triangulos para colocarlos en nuestra escena. Describamos nuestras
intenciones algebraicamente,

ty = t S(-1,2) R(un/6) T( (3,4) )

t; = t R(-n/6) H,(n/12) T( (1,-6) )

t, = t H,(1/6) Hy(n/3) S(0,25, 2) T( (-5,0) )
t; =t 8(-1,-0,2) T( (-3,-2) )

Las matrices resultantes para cada serie de transformaciones son las
siguientes:

( -0,8660 -0,5 0 )
M, = ( -1 1,7321 0 )
( 3 4 1)
( -1 -0,5 0 )
M, = ( 3,7321 0,8660 0 )
( 1 -6 1)
( 0,25 1,1547 0 )

M, = ( 0,4330 4 0 )



( -5 0 1) v, =(1.1340, 5.2321)

( 0,125 O 0)
M3 = ( 0 —0,2 0 )
( -6 -5 1 )
Aca |
barem v, =(1.2680. 1)
> 0s con |
- los
siguien
tes 4
calcuo & i
S: . .
Figura 24 - El triangulo t0
to:vg = (0 0 ) Mg
tog:vy = (1 1 1) M,
tog:vy, = (2 0 1) M,
tiivg = ( 0 0O 1) My
tyrvyp = (11 ) M
¥ =(3.732,-5.634) V1 )
= (T, ) 0 1) M

v, =(1.-7) toevy = (1 1 1) M,

Figura 25 - El triangulo t1 trivy = (2 0 1) M
ty:vg = ( 0 0 1) M;

t3:V1 = ( 1 1
t3:V2 = (

Como se puede ver, debemos aplicar las transformaciones a todos los
puntos que representan los vértices de cada triangulo. Al final,
obtendremos la siguiente informacion para los cuatro triangulos:

te:vy = ( 1,1340 5,2321 1)

tiivg = (1 -6 1)
tr:v, = ( 3,7321 -5,634 1)
tyzvy, = (1 =7 1)



t2:VO = ( _5 O 1 )
t,iv, = ( -4,3170 5,1547 1)
tyiv, = ( -4,5 2,3094 1) | g

v, =(-4.3170, 5.1547)

tyivg = (=3 -2 1)
t3:Vl = ( _4 _212 l )
tyivy, = (-5 -2 1)

Modelado ___________________________________________________________ I_,

Hasta ahora hemos visto la Yo~ C3:0)
aplicacion de las transformaciones Figura 26 - El triangulo t2
A afines a puntos. Sin embargo,

nuestras escenas seguramente
e : g &—* no se compondran de puntos
: ’ ’ individuales, sino de objetos
: 5 : compuestos de segmentos.
VoE (R 1 V=(3-2) Asimismo, estos segmentos se
: compondran de puntos. Como no
podemos manipular todos los
puntos individualmente en la
: practica, si podemos manipular
R T RN los puntos finales del segmento.
Flgiie 27 = Bl iEngule & Por lo tanto, describiremos
nuestros objetos segun los

puntos y los segmentos conectados entre ellos.

Representacioén

Para describir cada objeto, necesitaremos una forma de organizar la
informacién: los puntos y segmentos. Ademas, capturaremos la
geometria - puntos y segmentos - y la topologia: la asociacién de los
puntos para formar la figura. Si pensamos jerarquicamente, daremos con
la idea de descomponer un objeto geométrico en otros objetos mas
pequeios y fundamentales. Estos objetos fundamentales pueden ser



representados como poligonos. Cada poligono a su vez se forma de
vértices y aristas. Para describir las aristas de un poligono, crearemos
una lista de vértices. De esta manera, optimizamos la cantidad de
vértices que usaremos. Como seguramente tendremos poligonos que
coincidan en una o varias aristas de otros poligonos, entonces también
existiran vértices que coinciden. Por ello, es 6ptimo guardar una copia de
cada vértice y luego referirnos a cada uno, en lugar de copiarlos.
Podemos ver esta estrategia en el siguiente esquema acerca de la
organizacion jerarquica de la informacién que describe un molino.

S Un matiz importante a
notar es el orden de los
vértices para representar
cada poligono. Hemos
escogido los  vértices
contiguos en el sentido de
las agujas del reloj. Esta
eleccion se suele llamar
operaciones de mano
izquierda, porque
podemos usar los cuatro
dedos de la mano
izquierda para seguir las
aristas de un poligono.
Este método tiene que ver
con la representacion que
hemos hecho hasta estos
momentos al igual que el
algebra matricial usada.

Esto también tiene
importancia cuando
pasemos al modelado en
3D.

Orden de la

Representacién



Figura 28 - Molino Tenemos dos formas

d OBJETO —mASPAS LISTAS DE VERTICES
e _ A VERTICES

r  Molino— B——— >0 »(X0.¥0)
e C :; | (X151
P - POSTE— L w(xoy4)
r -5 o
e -3 [ ."(XB:'E'TEJ
s > (X 4.5 4)
e -3 -"(XSEY 5)
? - (XY 6)
. - (XY -)
r ) —»(Xg¥g)
I -7 —(X5.¥g)
a -5

i O

n Figura 29 - Jerarquia del molino

f

ormacion en las matrices y vectores. Los elementos de cada fila pueden
representar los valores para las coordenadas de los ejes X e Y. Por otro
lado, también podriamos guardar las coordenadas en las columnas. Esto
supondria cambiar el orden de las multiplicaciones matriciales.
Tipicamente, hablamos de operaciones matriciales de fila, con los
elementos en cada fila, y las de columna, donde la informacion se guarda
en las columnas.

Dependiendo del tipo de las operaciones matriciales, también nos
interesa hablar de la manera de organizar la informacion de nuestros
modelos. Geométricamente, tenemos que elegir los ejes y la relacion
entre ellos. Esta eleccion dictara la colocacion y orientacion de nuestros
objetos geométricos. También definira el sentido de las rotaciones. Por
ello, solemos hablar de la regla de la mano derecha o de la mano
izquierda. Esto hace alusion al uso de una mano u otra para determinar la
relacion entre los ejes y principalmente para las rotaciones. Como en dos
dimensiones s6lo tenemos dos ejes, no hablaremos de esta regla ya que



solo existe una orientacién positiva sobre los ejes. Volveremos a tratar
este concepto cuando veamos el modelado en tres dimensiones.

Hasta ahora y en el resto de este curso, usaremos las operaciones
matriciales de fila y la regla de la mano izquierda.

Vista

Después de todas las transformaciones, que nos interesan aplicar a
los objetos en nuestra escena, tenemos que convertir nuestra escena al
medio que queremos. Nuestra escena se compone de los objetos
geomeétricos. Sin embargo, la parte que queremos ver - la vista - se basa
en un area que envuelve estos objetos geométricos de la escena.
Tipicamente, querremos mostrar la vista, como un area rectangular, en
toda la pantalla, en pixeles. Por supuesto, existiran ocasiones en las que
elegiremos una parte de la pantalla que contendra nuestra vista. El paso
de nuestro mundo o universo en 2D a la pantalla en 2D no es uno
complicado, pero si es necesario.

Podemos afrontar este problema como un cambio de representacion.
Tenemos el marco de referencia de nuestro universo descrito como
{Vx,Vy, (0,0)} y queremos representar los objetos geométricos en nuestra
escena en el marco de referencia de la pantalla descrito como {ux,uy, Qo}-
Las siguientes ecuaciones describen el marco de referencia de la pantalla
en términos del marco de nuestro universo,

U, = Sy Vyx
uy = _Sy Vy
Qo = dx Vx T dy Vy

donde,
s, es el factor para el cambio de escala en el eje X; es decir, la proporcion

de anchuras de la escena y de la pantalla: d,/d’,

sy es el factor para el cambio de escala en el eje Y; es decir, la proporcion
de anchuras de la escena y de la pantalla: d,/d',

(dx.dy) es el punto en la esquina superior izquierda que encuaderna
nuestra escena. Este punto representara el origen en la pantalla.



Figura 30 - Marco de referencia de nuestra escena

necesitaremos
determinar la
de M, que es,

(
0)
M1l = ¢
0 )

(
1)
Ejemplo

Uy

inversa ;u_

i

1/s, O

0 -1/s,

a/Syx  a,/s, E
|t
oot

La matriz de
representacion
es la siguiente,

Yy

(g g, 1
)

Como
queremos
cambiar la
representacion,

Figura 31 - Marco de referencia de la pantalla

Tenemos dos triangulos, s y t, en nuestra escena. El marco de
referencia que representa nuestro universo es el siguiente: {i,j, (0,0)}. La
vista de nuestra escena sera representada por el cuadrado cuya esquina
superior izquierda es (-3,2) y cuyo lado mide 8. La siguiente figura 32
muestra nuestra escena y las dimensiones de nuestra vista en el marco
de referencia del universo.



(-3.2)
’ T ¥
(3D} (151 §; @D

(-1.5. -0.5)

-l

(0,-6)

Lt
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Figura 32 - Escena con dos triangulos y la vista de nuestra escena

Queremos representar estos dos triangulos en la pantalla cuya
resolucion es 400 x 400. Las siguientes ecuaciones describen el marco
de referencia de la pantalla en términos del marco de nuestro universo,

400 u, = 8 i
400 u, = -8 j

Simplificando, terminamos con,

u = 0,02 1
u, = -0,02 j
Obtenemos la siguiente matriz de representacion,
( 0,02 0 0 )
M= ( 0 -0,02 0 )
( -3 2 1)

Para poder cambiar la representacion, necesitamos calcular la inversa
de la matriz, M, que es,



M1 = (o0 -50 0 )
( 150 100 1 )

Podemos ver el resultado del cambio de representaciéon de los
vértices de ambos triangulos en la figura 33.

Otra = = B ¥
forma , (200,50) '
de (0.50) " (75.50)
resolve '
r el
proble ;
ma de - (73.125)
convers ;
ion es 5
aplicar . (150,400) |
una g T
transfor 400
macioén Figura 33 - Escena con dos triangulos en pantalla en pixeles
compu
esta de una traslacion seguida de un cambio de escala. Trasladamos el
punto en la esquina superior izquierda que de nuestra vista al origen.
Luego, cambiamos de escala y con reflejo. Los factores de tal cambio de
escala se basan en las proporciones de la anchura de la pantalla con
respecto a la anchura de la vista para el eje X, y las proporciones de la
altura de la pantalla con respecto a la altura de la vista para el eje Y. En
forma matricial, tenemos la siguiente transformacién afin,

| 400
(400,250)\

M = T(-q,,-qy) S(s,, —sy)

donde,
s, es la proporcion de las anchuras de la pantalla y de la escena: d',/d,
Sy es la proporcion de las alturas de la pantalla y de la escena: d'/d,
(dx.qy) es el punto que representara el origen en la pantalla de la esquina

superior izquierda del rectangulo que encuaderna nuestra escena.
Usando el ejemplo anterior, obtendriamos la siguiente matriz,



M = T(3,-2) S(400/8,-400/8)

Al final, conseguimos la misma matriz que la solucién obtenida
previamente al realizar un cambio de marco de referencia,

( 50 0 0 )
M= (0 -50 0 )

( 150 100 1 )
Observaciones

La primera pregunta, que muchos iniciados se hacen, es ";de verdad
necesitamos hacer todo esto?". Aunque todos estos conceptos y la
mecanica presentada parezcan mas complicados de lo que deberian ser,
nos serviran cuando pasemos a manipular y operar con objetos en tres
dimensiones. Por ahora, todas estas operaciones nos serviran de base.
Esto no significa que no deberiamos usar estas operaciones en dos
dimensiones, especialmente cuando tenemos objetos complicados.

En la practica, todas estas operaciones matriciales y vectoriales ya
vienen implementadas en software como bibliotecas y API's graficas y en
hardware como instrucciones de la GPU (unidad de procesamiento
grafico) de las tarjetas aceleradoras graficas. Tanto a nivel de hardware
como de software, seguimos una arquitectura de procesamiento en serie
y por etapas para generar una imagen a partir de su representacion
geomeétrica. Empezamos con la geometria de los objetos, que
principalmente es el grupo de vértices. El procesamiento total de estos
datos geométricos se puede repartir y distribuir por etapas o fases. En
estos momentos, tenemos el siguiente esquema de distribucion de
tareas.

o ) Conversion , Los
Veértices—mTransformar—m\Vista—- —mPixeles -
de Escanieo vértices
Figura 34 - Procesamiento geométrico pasan a
ser

transformados, segun la légica de nuestra aplicacion. Estos vértices
transformados son convertidos a nuestra superficie de dibujo, que puede



representar nuestra pantalla, impresora, o en memoria. Por ultimo,
convertiremos las unidades de nuestra superficie de dibujo a pixeles o
puntos de impresion. Esto supone convertir nuestra escena vectorial o
continua en nuestra imagen final y discreta en pixeles en la pantalla o
como puntos de impresion.

Iremos agregando mas etapas a nuestro procesamiento a medida que
vayamos viendo mas técnicas. Asimismo, cuando pasemos al modelado
en tres dimensiones, agregaremos a nuestro procesamiento algunas
etapas relacionadas con el modelado en tres dimensiones.

Referencia

Matrices de las Operaciones Fundamentales

Operacién Matriz Inversa
Traslacion: T(d,,dy)
(1 0 0) ( 1 0 0)
T = ( O 1 O ) T—l — ( O l O )
( dx dy 1) ( _dx _dy 1 )
Cambio de escala:
S(Sx’sy) ( s, 0) (1/s, 0 0)
S=(0 s, 0) sl = (0 1/s, 0 )
Rotacion: R(a)
( cos a sena O ( cos a -sen o
) 0)
R = ( -sen oo cos a O|g-1 _ ( sen o cos o
) 0)
| ( 0 0 1 (o 0
1)
Sesgado en la X: H,(a)
( 1 0 0 ( 1 0 O
H, = ( cotga 1 0) |
( 0 0 1) gt = (-cotga 1 0
)




Sesgado en la Y: H(a)

( 1 cotga 0) ( 1 -cotg o O
H, = ( 0 1 0 ) b
(0 0 L) Byt = (0 1 0
)
( 0 0 1
)
Ejercicios
Enlace al paquete de este capitulo.
1. Implemente una biblioteca para representar los puntos, vectores,
y matrices al igual que sus operaciones, como pueden ser:
o suma
o resta
o producto escalar
o producto vectorial

(e}

modulo, para calcular la magnitud (o distancia) de un vector
o normalizar un vector
o calcular el angulo entre dos vectores
o determinante
o inversa
o traspuesta
Puede limitar la implementacion de estas entidades y operaciones
para representarlas y trabajar en coordenadas homogéneas.

2. Implemente las transformaciones afines, en coordenadas
homogéneas: traslacion, cambio de escala, rotacion, y sesgado.
Estas operaciones realmente construyen las matrices que luego
seran multiplicadas.

3. Dibuje una figura compuesta que mas le guste. Por ejemplo,
puede modelar y dibujar la siguiente imagen de un velero, compuesto
por un casco, un mastil, y dos velas.
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Redibuje el ejemplo presentado
en el curso del molino moderno en la
figura 28 para que use unas aspas
antiguas. Por ejemplo,

Es una buena idea modelar un
aspa y luego crear cuatro instancias
para ser situadas en sus lugares

correctos para crear las cuatro aspas

Ejercicio 3 - Velero del molino.

Ejercicio 4 - Aspas de un molino
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Capitulo 7 - Recorte

Siguiendo nuestro modelado en dos dimensiones, hablaremos de una operacion importante
acerca de lineas y poligonos. El recorte (o clipping, en inglés) modifica las lineas y poligonos a
visualizar debidos a una region que los limita. Técnicamente, se trata de una interseccion de dos
entidades geométricas. Tipicamente, la regién de recorte es un rectangulo vertical, cuyos lados
son paralelos a los ejes del sistema de coordenadas, que suele representar la vista de nuestra
escena o la pantalla en si.

Existen varios algoritmos y métodos para hacer el recorte. Por ahora, s6lo miraremos aquellas
técnicas analiticas. Esto significa que aplicaremos la operacion de recorte a nuestro modelo en
nuestro sistema de coordenadas matematico de nuestro mundo y escena. Existen otros métodos
de recorte que se pueden aplicar en la etapa de conversidén del modelo a pixeles. Trataremos
estas técnicas en posteriores capitulos.

Veremos varios métodos para varios casos de recorte, como son el recorte de lineas vy
poligonos en un rectangulo vertical, al igual que en una regioén de recorte descrita por un poligono.

Recortando Lineas

Realmente, no pretendemos recortar lineas sino mas bien segmentos. Como un segmento se
describe por sus puntos extremos, no tenemos que consultar la infinidad de puntos que componen
tal segmento.

De la misma manera que analizamos el recorte de puntos individuales, podemos aplicar la
misma logica para los puntos extremos de un segmento. El resultado es cuatro casos diferentes.
Si ambos extremos estan dentro del rectangulo de recorte, entonces no tenemos que hacer nada
mas que aceptar el segmento. Si un extremo esta dentro y el otro fuera del rectangulo, entonces el
segmento cruza uno de los lados de la regidn de recorte. Tenemos que calcular el punto de
interseccion lo cual modificara el extremo del segmento externo para que sea interno al rectangulo
de recorte. Si ambos extremos estan fuera del rectangulo de recorte, entonces el segmento puede
estar completamente fuera del rectangulo, por lo que es rechazado inmediatamente. Sin embargo,
tal segmento podria cruzar dos lados del rectangulo. En este caso, tenemos que realizar dos
calculos de interseccion, modificando ambos extremos del segmento para que éste sea interior al
rectangulo de recorte.

Veremos varios algoritmos para solucionar este problema: Algoritmo Exhaustivo, Algoritmo de
Cohen-Sutherland, Algoritmo de Cyrus-Beck, Algoritmo de Liang-Barsky, y Algoritmo de
Nicholl-Lee-Nicholl.

Recortando Poligonos

Lo normal es que nuestra escena contenga varios poligonos y no segmentos sueltos. Como
nuestra vista limita el contenido de la escena que podemos mostrar, tendremos que recortar los
poligonos de la escena para eliminarlos de la vista o dibujarlos parcial o completamente. Como
representamos los poligonos mediante los segmentos que forman sus aristas, al recortar los
poligonos en un rectangulo, acabaremos eliminando, aceptando, o recortando las aristas
existentes y posiblemente afiadiendo nuevas. Los diferentes resultados dependen del tipo de
poligono a recortar.
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Un poligono convexo que intersecta un rectangulo dara lugar a un poligono convexo. Un
poligono concavo recortado por un rectangulo puede resultar en uno o varios poligonos concavos
O CONVEXOos.

Veremos varios algoritmos para recortar poligonos: Algoritmo de Sutherland-Hodgman,
Algoritmo de Liang-Barsky, y Algoritmo de Weiler-Atherton.

Recortando Puntos

Veamos el problema sencillo de recortar puntos. Para este caso, sélo necesitamos aceptar o
rechazar tal punto. Nos basamos en los valores de las coordenadas del punto y de las del
rectangulo vertical. Como el rectangulo esta de pie, sélo tenemos que considerar las coordenadas
de ciertos ejes y tratarlas como condiciones de contorno. Por consiguiente, el punto P = (x,y) debe
satisfacer todas las siguientes inecuaciones para aceptarlo como un punto interior al rectangulo:

X X

y

izq Xder

IN A
IN A

Yinf ygup

donde, Xizq, Xder: Yinfs € Ysup SON las coordenadas que describen los lados del rectangulo vertical

de recorte izquierdo, derecho, inferior, y superior, respectivamente. Esto lo podemos ver faciimente
en las figuras 1y 2:

+y A

Y

+X

(3,-3)
9
D ={0,-4)

Figuras 1 - Antes de Recortar Puntos
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Y

+X

(3,-3)

Figura 2 - Puntos Recortados

Algoritmo Exhaustivo

Si no podemos aceptar inmediatamente un segmento, entonces comprobamos tal segmento
con cada arista del rectangulo. Cada comprobacion da lugar a una interseccion con un lado del
rectangulo, acortando el segmento hasta que esté dentro de ello. A continuacién, comprobamos
cada interseccion es interior a nuestro rectangulo de recorte.

Con esta solucion, debemos resolver varias ecuaciones por cada interseccién entre segmento
y arista del rectangulo. Podriamos usar la férmula de la interseccion de la pendiente, pero ésta
sirve para lineas (infinitas) y no para segmentos. Ademas, esta formula no puede describir lineas
verticales. Sin embargo, podemos usar una forma paramétrica para describir cualquier punto del
segmento con los extremos (Xq,Yg) Y (X1,Y1):

X = x5+t (% - %q)
Yy = Yo+t (y1 — vo)

donde, t queda comprendido en el intervalo [0,1].
También debemos describir cada arista del rectangulo de la misma forma con los extremos

(X'0:Y'0) Y (X'1,¥"1):

x' =x'pg+ t" (x'] - x'y)
Yo ¥t (¥y'1 = v'0)

=
Il

donde, t' queda comprendido en el intervalo [0,1].

Nos interesa el punto de interseccion del segmento con cada arista del rectangulo de recorte.
Esto significa que debemos encontrar el punto comun para ambos segmentos, por lo que (X,y) =
(x',y"). Como sabemos la coordenada de interseccién para un arista concreta del rectangulo
vertical, el calculo de t es sencillo. Sélo necesitamos calcular la otra coordenada basandonos en



tal valor de t. Por ejemplo, si queremos determinar la interseccion de un segmento con el arista
Xjzq del rectangulo de recorte, entonces sabemos la coordenada del punto de interseccion X = Xiyq.
Por lo tanto, tendremos que hallar la coordenada y a través del parametro ¢, que calculariamos
previamente.

Ahora bien, ambos parametros t - calculado del segmento - y t' de la arista deben yacer en el
intervalo [0,1], para considerar el punto (x,y) como interior al rectangulo de recorte. Por
consiguiente, aceptamos tal punto de interseccién como valido para el recorte del segmento.
También debemos considerar el caso de un segmento paralelo a una arista, antes de resolver las
ecuaciones.

Concluimos que este método involucra varios calculos y comprobaciones y que por tanto se
considera ineficiente.

Ejemplo

Veamos un ejemplo sencillo para entender este método.

Descripcion
Tenemos un rectangulo de recorte +y A
cuya diagonal es de (-1,3) a (3,-3) que
representa nuestra vista. Queremos
mostrar el segmento AB, en tal ('113) (3,3)
. . L 3 L
rectangulo de recorte, descrito por los
puntos,
B=(-2,1) vy B=(2 2) f//g-;.(zz)
....--""‘"- !
A=(-21)
+X
> ®
(-17-3) (31-3)

Figura 3 - Ejemplo del Método Exhaustivo

Solucién

Comenzamos estableciendo las ecuaciones paramétricas de la linea que contiene el
segmento AB y la que contiene la arista superior PQ del rectangulo de recorte,

—



=P

« Tt

Qy
P, + t' (Q,

- P,)
P

Esto quedaria asi:

Como (xy) = (X\y),

calculamos ty t"

+y A
P=(1.3 Q=33 e
.’__’___,.f*“ B=(22)

{ -2 +4 t=-1+4 ¢’
{ 1+ t= 3
Dando,
t =3-1=2
t' =7/ 4=1,75
Como ninguno de
estos valores queda

comprendido entre 0 y 1,
no calculamos el punto de interseccién porque no pertenece a ambos segmentos AB ni PQ.

{ x =-2+4 t

{y = 1+ t

{x'=3+0t

{y =3-6¢t"’
Como (x,y) = (x',y"), calculamos t

y t"

{ -2 +4t= 3

{ + t= 3-61t'
Dando,

t =5/ 4=1,25

t' =1/ 8 =0,125

Establecemos
paramétricas de
contiene el segmento AB y la que
contiene la arista derecha QR del
rectangulo de recorte,

O, + £t (Ry

Qy + t’ (Ry

las ecuaciones

la linea que

Esto quedaria asi:

L

+X

Figura 4 - Interseccioén con la arista superior

+y A

Y

+X

®
R=(3.-3)

Figura 5 - Interseccién con la arista derecha



Aunque t' queda comprendido entre 0 y 1, f no, por lo que no calculamos el punto de
interseccidn porque no pertenece a ambos segmentos AB ni QR.

Establecemos las ecuaciones
paramétricas de la linea que
contiene el segmento AB y la que
contiene la arista inferior RS del
rectangulo de recorte,

+y A

{ x'" =R, + t" (S, - Ry) //,.
{y" =R, +t' (5, - R _.._._--""""—' B=(22)
Esto quedaria asi: A=(-21) .
+X
{x =-2+4¢t
{y = 1+ t
{ x" = 3 -4+t
{y'"=-3+0¢t"
Como (x,y) = (x,y"), - - - o
calculamos ty t" S=(-1,-3) R=(3.,-3)

{ -2 +4 ¢t
{ 1+ t

3 -4 t'
-3

Dando,

-4
21 / 4 = 5,25

s
([l

Figura 6 - Interseccion con la arista inferior

Obviamente ninguno de estos valores paramétricos queda comprendido entre 0 y 1, por lo que
no calculamos el punto de interseccion porque no pertenece a ambos segmentos AB ni RS.

Establecemos las ecuaciones
paramétricas de la linea que contiene el
segmento AB y la que contiene la arista
izquierda SP del rectangulo de recorte,

=S

{ x'
{y'"=58,+¢t"(

{ x = -2+ 4 t
{y = 1+ t
{ x"=-1+ 0 t'
{y'"=-3+91¢t’

Como (x,y) = (x',y"), calculamos ty t"

{ -2 + 4 ¢t
{1+ t

Dando,

-1
-3 + 9 t!

+y A

Y

+X




Figura 7 - Interseccién con la arista izquierda
t =1/4=0,25

t' = 4,25/ 9 = 0,4722

Ambos valores paramétricos quedan comprendidos entre 0 y 1, por lo que calculamos el punto
de interseccion a partir de cualquiera de los dos segmentos. Por ejemplo, usando el segmento
AB, volvemos a las ecuaciones paramétricas con el parametro t = 0,25,

x = -2+ 4 (0,25) = -1
vy = 1+ (0,25) = 1,25

{
{
Dando el punto de interseccion (-1, 1,25).
Vemos que debemos acortar el +v A
segmento AB dando lugar a nuevos
valores usando este punto de

interseccion: (-1,3)
Al = (_l/ 1125)
B = (2, 2)
o e . .,f//B;'Tz,z)
inal, el segmento AB es acortado A'=(-1]1,.25)

al segmento A'B.

L 4

+X

(3,-3)

Figura 8 - Ejemplo Solucién

Algoritmo de Cohen-Sutherland

Este algoritmo realiza varias comprobaciones iniciales para descubrir si se puede evitar
calculos de las intersecciones. El primer paso es comprobar si los puntos extremos del segmento
son aceptados por sus posiciones. Si esto no es posible, entonces realizamos varias
comprobaciones por regiones exteriores al rectangulo de recorte, formadas por las lineas rectas al
extender sus aristas. Asimismo, podemos rechazar un segmento inmediatamente si sus extremos
yacen en regiones a la izquierda de x;,q, por encima de yg,,, a la derecha de x4, y por debajo de
Yinf-

Si el segmento no se puede aceptar ni rechazar inmediatamente, entonces es partido en dos
segmentos por un arista del rectangulo de recorte, para que uno de ellos sea rechazado de
inmediato. Esto implica que implementamos un método iterativo de recorte para el segmento hasta
que éste sea aceptado o rechazado. Este algoritmo es eficiente especialmente en el caso de tener
un rectangulo de recorte muy grande que comprende a todos o una gran mayoria de los
segmentos a visualizar. Asimismo, podemos tener el caso de un rectangulo de recorte muy
pequeio que fuerza a todos o casi todos los segmentos a ser rechazados.



Se le asigna un cédigo de cuatro bits, bsbob;by, @ cada region de las nueve creadas. Este
cédigo binario es creado estratégicamente para representar rapida y facilmente cada region. El
valor de 1 indicara que un extremo yace en tal regién mientras que un 0 indicara lo contrario.Aqui
tenemos la estrategia a usar:

Bit Condicién Descripcion

b3 ¥ >Yys,p  porencima de la arista superior

by ¥ <Vins por debajo de la arista inferior

by X > Xger a la derecha de la arista derecha
by X < Xizq a la izquierda de la arista izquierda

Usaremos
ciertas
operaciones  a 1007 1000 1010
nivel de bit para : i
asginar el codigo
regional a cada

extremo en el Youp
que yace vy
también para 0001 0000 0010

determinar tal

region cuando

necesitemos = e
discriminarlos.
Una forma
eficiente de 0101 0100 0110
asignar un valor
a un bit particular

Rizg RKer

es tomando el Figura 9 - Las regiones con los Cédigos del Algoritmo de Cohen-Sutherland
primer bit que

indica el signo positivo o negativo de la resta entre las dos coordenadas de la condicién. Esto es,
b3 es asignado el bit del signo de (y,,-Y), b, es asignado el bit de (y - yjy), by es asignado el bit de
(Xsup~X), ¥ b es asignado el bit de (X - Xixf)-

La figura 9 muestra las regiones con sus correspondientes codigos.

Con estos codigos podemos determinar si los extremos, y por tanto el segmento que
representan, pueden ser aceptados o rechazados inmediatamente. Obviamente, si ambos cédigos
son 0, entonces ambos extremos existen dentro del rectangulo de recorte, y por consiguiente el
segmento es aceptado de inmediato. Para combinar estos dos cdodigos, simplemente aplicamos
una operacion OR y comprobamos si el resultado es 0. Si el codigo no es 0, entonces aplicamos la
operacion AND a ambos cédigos. Si el resultado no es cero, entonces rechazamos el segmento
de inmediato.

Si no podemos aceptar ni rechazar inmediatamente el segmento, entonces iremos dividiendo el
segmento y comprobando sus nuevos coédigos, para determinar su aceptacion o rechazo.
Dividimos el segmento calculando la interseccion con las lineas creadas al extender las aristas del
rectangulo de recorte. Si no podemos discriminar el nuevo segmento, entonces debemos
continuar dividiéndolo hasta que al final lo aceptamos o lo rechazamos. Una propiedad notable es
que modificamos el segmento mudando el extremo, cuyo codigo no es cero. Dicho de otra
manera, el algoritmo elige un extremo exterior que sera mudado a la interseccién con la arista o
con la linea que separa y define las regiones. Asignamos el codigo regional del punto de
interseccion al extremo mudado.



La desventaja de este algoritmo es que puede realizar varias intersecciones antes de alcanzar
la interseccion final y valida. Una mejora es calcular la pendiente para determinar el punto de
interseccion una sola vez y conservarla para posteriores iteraciones. Aun con esta mejora, este
algoritmo no es tan eficiente. Por otro lado, la ventaja de este algoritmo es su simplicidad y
ademas se puede extender facilmente al caso de un volumen de recorte en 3D.

Ejemplo

Descripcion

Queremos mostrar varios +y A
segmentos, pero Unicamente dentro C=(14)
de nuestra vista representada por un
rectangulo vertical descrito con las (-1,3) I
siguientes esquinas: superior
izquierda (-1,3) e inferior derecha
(3,-3). Tenemos los siguientes
segmentos definidos por parejas de L B=(22)
puntos que forman sus extremos: A=(-21)
A=(-2,1)yB=(2,2),
(1,4)yD=(0,-4),
(4,3)yF=(3,0),
(-3,-1) y H = (-2,-4).

G= (-3,-1) F= (3,0) +X

Cc
E
G

l (3,-3)

H=(-2-4) D-=|(0-4)

Figura 10 - Ejemplo del Algoritmo de Cohen-Sutherland

Solucién

Calculamos los codigos regionales para cada punto:

A: 0001 B: 0000
C: 1000 D: 0100
E: 0010 F: 0000
G: 0001 H: 0101



1001 1000 1010

+y A
C=(14)
f E=(43)
0001 Wﬁ#ﬁ_ B=(22) 0010
A=(-21) 0000

+X

)]
I
N
&
_l
—h
M
I
w
=

010 \ l 0100 0110

Aplicamos nuestros criterios

a los resultados de las 1001 1000 1010
operaciones a nivel de bit de o “C=(‘l 4)

los codigos regionales de cada ' i

punto dando lugar a: f E=(4,3)

AB: 0001 OR 0000 = 0001 =
0001 AND 0000 = 0000 = Hay

que recortar 0001 = (2 2) 0010
CD: 1000 OR 0100 = 1100 = | = (2,

1000 AND 0100 = 0000 = Hay o |

que recortar A=(-21) 0000

EF: 0010 OR 0000 = 0010 =
0010 AND 0000 = 0000 = Hay

F=|(30
que recortar ( ' ) T
GH: 0001 OR 0101 = 0101 =
0001 AND 0101 = 0001 =
Inmediatamente lo rechazamos
0101 l 0100 0110

D =|(0,-4)

Figura 12 - Ejemplo Solucién Aplicando Criterios

Hacemos la primera



tanda de recortes de los
puntos con sus primeras
aristas del algoritmo,
obteniendo:

{a,
{ay, =
1,25

I
|
[y

1001

1000

1010

1,25)

[ E', = 3
{ B, =
(-1) =0

Recalculamos los

cédigos de cada punto:

A'B: 0000 OR 0000 =
= Aceptamos el
segmento

C'D: 0000 OR 0100 = 0100
= 0000 AND 0100 = 0000
= Hay que recortar
E'F: 0000 OR 0000 =
= Aceptamos el
segmento

0000

0000

Nos falta recortar wuna
segunda vez para el segmento
C'D. El algoritmo elige el punto
D para recortar, obteniendo:

{ D', =
0,1607
{ D', = -3

0+ 1,125 1/ 7 =

Recalculamos los cédigos
de cada punto:

C'D’': 0000 OR 0000 =
Aceptamos el segmento

0000 =

010

Figura 13 - Ejemplo Solucién Recortando con las Primeras Aristas

1001

0110

1000 1010

C'=(1,125 3)

0001

B=(22)

125 0000

e

D' = (0,1607,|-3)

0107

0100
(0-4)

0110

Figura 14 - Ejemplo Solucién Recortar C'D



Al final, obtenemos la siguiente +y A
imagen con los segmentos recortados e

interiores al rectangulo de recorte. C = (1,125, 3)

A'=(-1]1,25) £ = (30)
g

F=(3,0) +¥

D' = (0,1607, -3)

Figura 15 - Ejemplo Solucién Final

Algoritmo

La funcién principal es Recortar(), la cual aceptara tres parametros: dos puntos extremos, P y
Q, donde cada uno contiene las coordenadas (x,y) que representan el segmento a recortar, y un

rectangulo, R, que contiene los elementos {Xi,q,Ysups XderYint} representando las coordenadas de

las dos esquinas izquierda superior y derecha inferior. También debemos definir los codigos
binarios para: SUPERIOR=8, INFERIOR=4, DERECHA=2, e IZQUIERDA=1.
Para Recortar(), el algoritmo es:

booleano Recortar( ref Punto P, ref Punto Q, Recténgulo R )
aceptar « falso
terminar « falso
cbédigoP « Calcular Cdédigo (P, R)
cbébdigoQ « Calcular Cédigo (Q,R)
Repetir:
6. Si (c6édigoP OR cbédigoQ) = 0, entonces
7. aceptar « verdadero
8. terminar « verdadero
9. Si no, compruebe que (cdédigoP AND cdédigoQ) # O,
10. terminar — verdadero
11. Si no, entonces
12. Si cdédigoP = 0, entonces
13. cédigo « cbédigoQ
14. Si no, entonces
15. cédigo « coédigoP
16. Si cbébdigo es SUPERIOR, entonces
17. Ay « Q.y-P.y
18. Si Ay = 0, entonces // segmento vertical
19. x « P.x
20. Si no, entonces
21. x « P.x + (Q.x-P.x)*(R.yq,,~P.y) / Ay

22. Y < Ysup

g w N



23. Si no, compruebe que cdédigo es INFERIOR
24. Ay « Q.y-P.y
25. Si Ay = 0, entonces // segmento vertical
26. X « P.x
27. Si no, entonces
28. x « P.x + (Q.x-P.x)*(R.y;,¢-P.y) / Ay
29. Y < Ying
30. Si no, compruebe que cbédigo es DERECHA
3l. X « Xger
32. y « P.y + (Q.y-P.y)*(R.Xger~P.%x) / (Q.%x-P.Xx)
33. Si no, entonces // cbdbdigo = IZQUIERDA
34. X < Ryuq
35. y « P.y + (Q.y-P.y) *(R.X;j,4-P.x) / (Q.x-P.x)
36. Si cédigo = cdébdigoP, entonces
37. P.Xx « x
38. P.y « vy
39. cbédigoP «~ Calcular Coédigo (P, R)
40. Si no, entonces
41. Q.X « X
42. Q.y « ¥y
43. cbédigoQ « Calcular Cdédigo(Q,R)
44 . Mientras que terminar = falso
45. Terminar ( aceptar )

Si el segmento es aceptado, entonces el algoritmo terminara con el valor booleano verdadero.
Ademas, los extremos, P y Q, contendran los valores recortados por este mismo algoritmo. Si el
segmento es rechazado, entonces uno deberia hacer caso omiso de los parametros, P y Q. En
cualquier caso, se pasan estos dos parametros por referencia, para asi poder modificarlos.

A continuacién presentamos el algoritmo para Calcular_Cddigo(), el cual requiere un punto, P,
y el rectangulo de recorte, R:

entero Calcular Cédigo( Punto P, Recténgulo R )
1. cbédigo ~ 0
2. 81 P.y > R.yq,ps entonces

3. cbédigo —~ cdébdigo OR SUPERIOR
4. Si no, compruebe que P.y < R.yj,¢

5. cbdigo ~ cdédigo OR INFERIOR
6. Si P.x > R.Xy.,, entonces

7. cébdigo « cdédigo OR DERECHA

8. Si no, compruebe que P.x < R.Xj,q

9. cbébdigo « cbédigo OR IZQUIERDA
10. Terminar( cdédigo )

No todos los lenguajes de programacion aceptan realizar operaciones a nivel de bit con
numeros que no sean enteros. Tampoco todos los lenguajes establecen exactamente la cantidad
de bits para representar internamente un numero real. Por estas razones, no hemos presentado el
algoritmo mejorado para Calcular_Cdédigo() que previamente hablamos en este apartado.

Suponiendo que un numero real se representase con 32 bits y el 32° bit contiene su signo
positivo, como 0, o negativo, como 1, aqui presentamos otra versién del algoritmo
Calcular_Codigo():

entero Calcular Cédigo( Punto P, Recténgulo R )
1. cédigo « (((P.y - R.ygy) SHR 31) SHL 3) OR
(((R.yspr - P.y) SHR 31) SHL 2) OR
(((P.x - R.Xg4.,) SHR 31) SHL 1) OR



((R.xqu - P.x) SHR 31)
2. Terminar ( cédigo )

El operador SHL se refiere a la operacion comun de desplazamiento de bits a la izquierda y el
operador SHR se refiere a la del desplazamiento de bits a la derecha.

Algoritmo de Cyrus-Beck

Es
Pa Interior a la
Regidn de Recorte te

1 algorit

Pi- Py

mo se

N+ (P-Pg)<0 basa

N« (P¢-P2) =0 en
calcul
ar las
inters
eccion
es del
segmento, PyP,, con cada arista de un poligono convexo de recorte. Se usa la ecuacion
paramétrica de la linea para determinar los cuatro valores de t. Posteriormente, realizamos varias
comparaciones para determinar cuales de estos cuatro valores de t corresponden a intersecciones
reales. Solo al tener los valores validos de t es cuando calculamos los puntos de interseccion.
Para encontrar el punto de interseccion, el algoritmo de Cyrus-Beck se basa en la ecuacion
paramétrica de una linea recta. Como tenemos dos segmentos: PyP, y la arista, que yacen sobre
dos lineas rectas, tenemos dos ecuaciones paramétricas que las representan. Al resolver estas
dos ecuaciones, averiguaremos un valor de t con el que determinaremos el punto de interseccion.
La ecuacion paramétrica es la siguiente:
P(t) = Po + (P4-Pg) t
donde t queda comprendido en el intervalo [0,1]. Esto implica que P(0) = Py y P(1) = P4.

Para determinar el valor exacto de t, haremos uso del producto escalar entre dos vectores. El
primer vector sera el vector normal de la arista que apunta hacia fuera de la regién de recorte. El
segundo vector sera uno que coincide con la arista. Crearemos este segundo vector a partir de un
punto cualquiera, P,, en la arista, y el punto P(t) que es comun a la linea del segmento, PyP4, que
queremos recortar y a esta misma arista. El calculo es el siguiente:

N-(P(t) - P,)

Si el producto escalar es positivo, entonces el punto, P(t), yace fuera de la regién de recorte y
si es negativo, entonces P(t) yace dentro. Como nos interesa averiguar el punto comun que yace
en la arista y por tanto el borde de la region de recorte, el producto escalar debe ser 0; véase la
figura 16. Esto significa que debemos resolver la siguiente ecuacion:

N-(P(t)-P,)=0
Sustituimos P(t) por su definicion,
N-(Po + (P4-Pg) t-P,) =0
Aplicamos la propiedad distributiva,
N-(Pg-P,) + N-(P4-Pg)t=0
Dejemos que D = P4-P, que es el vector de Py a P, del segmento. Ahora resolvemos para t:

Exteriara la
Reqgidn de Recarte

N

Figura 16 - Tres ejemplos de puntos fuera, dentro, y en la arista de la region de recorte

N- (P, - P

)



Este valor de t es valido solamente si el denominador no es cero. Esto significa que las
siguientes condiciones deben mantenerse:

N #0 El vector normal jamas deberia ser nulo. Si ocurriere lo contrario, entonces se trata de un
error.

Esto significa que Py # P4. Si ocurriere lo contrario, entonces se trata de un solo punto y no
de un segmento.

N-D # Esto significa que la arista y el segmento no son paralelos. Si fueren paralelos, entonces

0 no existe ninguna interseccion.

El algoritmo calcula cada interseccion entre el mismo segmento y cada arista de la region de
recorte. Para este calculo, determinamos el vector normal de cada arista y un punto arbitrario que
yace en una arista. Lo mas sencillo y practico es elegir un punto conocido como un vértice que
forma la arista. Posteriormente, debemos elegir cuales de los cuatro valores de t corresponden a
intersecciones internas a la regién de recorte. Primeramente, comprobamos que los valores de ¢
quedan comprendidos en el intervalo [0,1]. Si no se cumple esta condicidn, entonces significa que
el punto de interseccidon no yace en el segmento y por tanto descartamos tal valor de {. Como cada
calculo que hacemos se basa en encontrar las intersecciones entre dos lineas rectas, esto
significa que un valor de t puede indicar una interseccion que no yace en una arista.

En algunos casos, no es tan sencillo determinar si una interseccion yace dentro o fuera de la
region de recorte. Podriamos realizar varias comprobaciones, pero entonces ralentizariamos el
algoritmo y no conseguiriamos una ventaja sobre otros algoritmos, como el de Cohen-Sutherland.
Analizando varios casos de intersecciones entre segmentos y aristas, descubrimos un
comportamiento que nos servira para discriminar tal interseccién y asi determinar si es aceptada o
rechazada. Esta técnica se basa en denominar las intersecciones como potencialmente entrantes
(PE) y potencialmente salientes (PS) de la region de recorte. Si cruzamos una arista, yendo desde
los extremos Py a P4, que nos hace entrar en la mitad del plano, entonces la interseccion lleva la
etiqueta de PE. Si por el contrario, al cruzar la arista, nos hace salir del plano interior creado por la
arista, entonces tal interseccién es PS. Con esta clasificacion, notamos que dos intersecciones
interiores a la region de recorte tienen etiquetas opuestas.

Para clasificar si una interseccion es PE o PS, podemos basarnos en el angulo formado por los
vectores del segmento PP, y el normal de una arista. Si el angulo es mayor de 90°, entonces es
PE; y si es menor de 90°, entonces es PS. No requerimos calcular el angulo, ya que esta
informacién esta contenida en el producto escalar del vector normal N y el vector D del segmento
PoP4:

N-D <0 = angulo >90° = PE
N-D >0 = angulo <90° = PS

Vemos que N-D es el denominador en el calculo de t para determinar el punto de interseccion.
Por lo tanto, podemos clasificar el valor de f mientras lo calculamos.

Nos interesa encontrar aquellos puntos de interseccion etiquetados de PE a PS. El punto de
interseccion con la etiqueta PE que sea interior a la region de recorte es aquél que tenga el mayor
valor de t; lo llamaremos, t,. El punto interior que tenga la etiqueta PS es aquél que tenga el
menor valor de ¢, al cual lo llamaremos, f;. El segmento cruzante se define en el intervalo [t,,t].
Como ya mencionamos anteriormente, los valores de t deben estar comprendidos en el intervalo
de [0,1]. Por consiguiente, la cota inferior de t, = 0 y la cota superior de t; = 1. Si t, > t;, entonces
el segmento no es interior a la regién de recorte y por tanto lo rechazamos. Al final, obtendremos
los valores correctos de t, y t; para asi calcular las coordenadas x e y de los puntos de
interseccion.

D#0
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/% Lo -elmayor de los tg

Figura 17 - Tres casos de segmentos cruzando las aristas del
poligono de recorte con las etiquetas PE y PS

Este algoritmo tiene la ventaja de no estar basado en un bucle comparado con el algoritmo de
Cohen-Sutherland.

Ejemplo

Descripcion

Queremos mostrar un segmento, +y A
pero unicamente dentro de nuestra
vista representada por un tridngulo
descrito con los siguientes vértices: {
(2,3), (3,-3), (-4,-2) }. Tenemos un
segmento definido por la siguiente
pareja de sus puntos extremos:
A=(-3,-1)yB=(1,1)

vi=(2,3)

Y

V2 =(3,-3)
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Solucion

Calculamos los vectores +y A
normales - sin normalizar - de
todas las aristas de nuestro

triangulo de recorte:

Calculamos el valor
de t para la interseccion
de la linea que contiene
el segmento AB con la
linea generada por vqv,.
Primero calculamos y
comprobamos el
denominador del calculo
de t por si es 0 y por
tanto el segmento es
paralelo a la arista:

NyD=( 6, 1) - (
4, 2 ) = 6%4 + 1*%2 =
26

Como el
denominador no es 0,
calculamos el valor de ¢
para t; ya que el
denominador es positivo
por lo que se trata de un

Figura 18 - Ejemplo del Algoritmo de Cyrus-Beck

vy =(2,3)
3)
6!
-3)
-1, Ny =(81)
—-—--;’.
-2) e
-5,
Vo = (3|_3)

Figura 19 - Calculamos los vectores normales de cada arista

+y A

Figura 20 - Calculamos y etiquetamos t para la primera interseccion

punto potencialmente saliente:



Como el valor de t no queda comprendido en [0,1], lo descartamos. El valor de {; sigue siendo
1, en estos momentos, ya que queremos el menor valor para t,. Esto es correcto, ya que 1 <
1,3077.

Calculamos el valor +y A
de t para la
interseccion de la linea
que contiene el Vi =(2,3)

segmento AB con la
linea generada por

VoV, Primero

calculamos y

comprobamos el

denominador del

calculo de t por si es 0 A=(-3 -1)
y por tanto el segmento Il' e

es paralelo a la arista: "")(’5 ———

t=-04444 | TS
NyD = (-1, =7 ) - (
4, 2 ) = (-1)*4 +
(-7)*2 = -18

Como el
denominador no es 0,

calculamos el valor de t Figura 21 - Calculamos y etiquetamos t para la segunda interseccion
para f, ya que el

denominador es negativo por lo que se trata de un punto potencialmente entrante:

Como el valor de t no queda comprendido en [0,1], lo descartamos. El valor de t, sigue siendo
0, en estos momentos, ya que queremos el mayor valor para t,. Esto es correcto, ya que -0,4444
<0.



Calculamos el valor +y A
de t para la interseccién
de la linea que contiene
efl segmento AB con la vy = (2,3)
linea generada por vivy.
Primero calculamos vy
comprobamos el
denominador del calculo

de t por si es 0 y por Ny =(6,1)
tanto el segmento es - >
paralelo a la arista: -
N3D = (-5, 6) - (
4, 2 ) = (-5)*4 + 6*2
= -8

Como el vz =(3,-3)

denominador no es O,
calculamos el valor de t
para t, ya que el
denominador es negativo Figura 22 - Calculamos y etiquetamos t para la tercera interseccion
por lo que se trata de un

punto potencialmente entrante:

Como el valor de t queda comprendido en [0,1], actualizamos el valor de t, para que sea
0,125, ya que 0,125 > 0, su valor anterior.

Al terminar de inspeccionar todas las
aristas del triangulo de recorte,
comprobamos los valores de t, y {,, ya
que son las cotas inferior y superior,
respectivamente, de un intervalo: t, < f,.
En nuestro caso, obtenemos el siguiente
intervalo valido: [0,125, 1].

Pasamos a calcular los nuevos
puntos extremos para el segmento
recortado:

(-3, -1 )+ (-3, -1) - (1,
* 0,125

(-3, -1 ) + ( 4, 2) * 0,125
(-3 + 0,5, -1 + 0,25

o~



= 2,5, -0,75) +yjk
B' = (-3, -1 ) + ((-=3, -1) - (1,
1)) *~1

= (-3, -1) + (4,2) *1

= (-3+4, -1 +2) (2.3)

(1, 1)
A= (2,5, -0,75)‘%/.
+X
Vo =(3|_3)
Figura 23 - Recortamos el segmento AB

Algoritmo

Tenemos varias funciones a destacar para implementar este algoritmo:

« La funcién principal es Recortar(), la cual aceptara tres parametros: dos puntos extremos, P y
Q, donde cada uno contiene las coordenadas (x,y) que representan el segmento a recortar, y
un poligono convexo, R, que contiene una lista de vértices {vq, v,, vs, ..., v} en el sentido de
las agujas del reloj para representar la region de recorte.

« La funcion Recortar_Punto() se invocara para tratar el segmento como un unico punto.
Basicamente, se realizara el algoritmo explicado anteriormente.

 La funcion Calcular_Normal() es necesaria si no tenemos una lista de normales de las aristas
del poligono de recorte, R.

» Las funciones mayor() y menor() determinan cuales de los dos parametros dados son el
mayor y el menor, respectivamente.

» Lafuncion Calcular_Punto() sirve para obtener un punto en una linea recta segun la ecuacion
paramétrica. Esta funcion requiere dos puntos extremos de la linea y el parametro, t.

Para Recortar(), el algoritmo es:

booleano Recortar( ref Punto P, ref Punto Q, PoligonoConvexo R )
1. Si P = Q, entonces
2. resultado « Recortar Punto( P, R )
3. Terminar ( resultado )
4. Si no, entonces
5 . t — O
6. tg « 1

7. Para cada vértice, v;, de R, hacer

e

S

8. N « Calcular Normal( vij.; - Vv; )
9. numerador « N:-(P - v;)
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10. denominador « -N-(Q - P)
11. Si denominador # 0, entonces
12. t « numerador / denominador
13. Si denominador < 0, entonces
14. t. « mayor( t., t )
15. Si no, entonces
16. tg « menor( tg, t )
17. Si no, compruebe que numerador > O,
18. Terminar( falso )
19. Si t. > tg, entonces
20.Terminar ( falso )
21. Si no, entonces

22. P, « Calcular Punto( P, Q, t. )
23. Pg « Calcular Punto( P, Q, tg )
24. P < P,
25. Q < Pg

26. Terminar ( verdadero )

Si el segmento es aceptado, entonces el algoritmo terminara con el valor booleano verdadero.
Ademas, los extremos, P y Q, contendran los valores recortados por este mismo algoritmo. Si el
segmento es rechazado, el algoritmo termina con el valor falso, lo cual implica que los parametros,
P y Q, no son alterados. En cualquier caso, se pasan estos dos parametros por referencia, para
asi poder modificarlos.

A continuacion presentamos el algoritmo para Calcular_Normal(), el cual requiere un vector, v:

Vector Calcular Normal ( Vector v )
1. vector N « ( -v.y, v.x )
2. N « Normalizar( N )
3. Terminar( N )

Este calculo nos sirve si el vector dado sigue el convenio de ir en el sentido de las agujas del
reloj. La funcion Normalizar() se refiere a la operacién vectorial para convertir un vector en unitario.
Sin embargo, en este algoritmo, no es necesario normalizar estos vectores normales, por lo que
podemos conseguir una optimizacion para el algoritmo de Cyrus-Beck.

Por ultimo, tenemos el algoritmo para Calcular_Punto(), que requiere dos puntos, Py Q, y un
valor para t:

Punto Calcular Punto( Punto P, Punto Q, real t )
1. Punto A « P + (Q-P) t
2. Terminar( A )

Algoritmo de Liang-Barsky

Este algoritmo se basa en el algoritmo propuesto por Cyrus-Beck. La diferencia es que el
algoritmo de Liang-Barsky aplica ciertas interpretaciones geométricas y simplificaciones al basarse
en un rectangulo vertical de recorte. Con un rectangulo vertical, podemos definir los vectores
normales sin problemas al igual que los vectores en las aristas. Veamos una tabla de ciertos
valores y las simplificaciones que podemos realizar.

Arista de Recorte Normal, N Vértice, V Py-V D=P,-P, t=-N-(Py-V)/N-D
izquierda: X = Xi,q (-1,0) (Xizgr Vy)  (Xo™Xizgs Yo-Vy) (X1-Xo, Y1-Y0) ~(XoXizq) / (X1-Xo)
derecha: X = Xger  (1,0) (Xder Vi-¥) (Xo-Xder» Yo-Vy) (X1-Xo, Y1-Y0) (Xo-Xger) / =(X1-Xo)
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superior: y =y, (0,-1) (ViX, Ysup) X0~V Yo Ysup) (X1-X0, Y1-Y0) ~(Yo-Ysup) / (Y1-Yo)
inferior:y =y, (0,1) (Vix, ¥in) (X0"Vy, Yo¥ine)  (X1-X0, Y1-Yo) (Yo-Yinf) / -(¥Y1-Yo)

Segun esta tabla, vemos que el calculo de t se reduce a una division de distancias entre
coordenadas homogéneas: anchuras para el recorte de las coordenadas en X y alturas para el
recorte de las coordenadas en Y. El numerador pasa a ser la distancia del punto extremo del
segmeneto a la arista. Esta distancia equivale a la misma cantidad que usamos en el método de
Cohen-Sutherland al calcular el cédigo binario para cada punto extremo. También podemos ver
que el denominador es la anchura, dx, o la altura, dy. Segun el signo de estas longitudes, el
segmento es PE o PS, y por ello los signos del numerador y del denominador se deben conservar,
para que el algoritmo funcione correctamente.

Ejemplo

Descripcion

Retomamos el mismo ejemplo del +y A
método  exhaustivo. Tenemos un
rectangulo de recorte cuya diagonal es
de (-1,3) a (3,-3) que representa nuestra (-1,3) (3,3)

vista. Queremos mostrar el segmento
AB, en tal rectangulo de recorte,
descrito por los puntos,

| % e
A=(-2,1) y B=1(2,2) o |

A=(-21)
+X
® L
(_17_3) (31_3)

Figura 24 - Ejemplo del Algoritmo de Liang-Barsky

Solucién

Calculamos el vector D de A a B:

D=B-A=( 2, 2)-+(-2, 1)=1¢( 4, 1)

Comprobamos el caso trivial en el que los dos puntos representan un mismo punto visible, en
lugar de un segmento. Como D # (0,0), tenemos un segmento.
Calculamos la interseccion del segmento AB con la arista izquierda. Como el denominador, D,

= 4, es positivo, calculamos t:
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COmo t > te’
actualizamos t, =
0,25. El intervalo
de t por ahora es
[0,25, 1].

Calculamos la
interseccion  del
segmento AB con
la arista derecha.
Usamos o
denominador, -D,
= -4, que al ser
negativo,
calculamos t:

A, - R.Xger
PR -
coc T
-=1,25

-,
_4 -

Como t > t,
no actualizamos
ts. El intervalo de t
por ahora sigue
siendo [0,25, 1].

Calculamos la
interseccion dol
segmento AB con
la arista inferior.
Usamos "
denominador, D, =

+y A

. x ._._t_s_.: 1 -.___,4.--“..-‘_
te ) O 25 ___,‘.-_.‘.
B=(22)
A= 2,1
+X
:xizq =|-1

Figura 25 - Calculamos t[e] y t[s] para la interseccion con la arista izquierda

+y A

N 1 ._..,._._.,‘_.....___,.____“__
t =0§Eﬂ#ﬂ,#f.wﬁg,f&:125
E] B - |

\

Xder = 3

Figura 26 - Calculamos t[e] y t[s] para la interseccion con la arista derecha



1, que al ser
positivo,
calculamos f:

R.Yine — A
-3 -1

Como t < tg, no
actualizamos t,. El
intervalo de t por
ahora sigue siendo
[0,25, 1].

Calculamos la
interseccion  del
segmento AB con
la arista superior.
Usamos el
denominador, -Dy
= -1, que al ser
negativo,
calculamos t:

+y A

=(22)

Y

t=-4

Yint = -3

Figura 27 - Calculamos t[e] y t[s] para la interseccion con la arista inferior

+y A

Ysup = 3

—
w
1
—
—
1
(o]

te= 05
El /é/__‘.

[
Il

Como t >t
no actualizamos
ts. El intervalo de ¢

por ahora sigue
siendo [0,25, 1].

Como t; no

Y

+X

Figura 28 - Calculamos t[e] y t[s] para la interseccion con la arista superior

fue

actualizado, no necesitamos
que realizar ningun caculo.
Como t, fue actualizado,

calculamos el

punto

entrante de interseccion, A:



A" = A + tg
= ( -3,
4, 1)
= (-2,
Algoritmo

(-1.3)
,f/’é‘:?z,z)
A = (-11,25)

]

+X

(3,-3)

Figura 29 - Calculamos los puntos extremos a partir de t[e] y t[s]

Tenemos varias funciones a destacar para implementar este algoritmo:

« La funcion principal es Recortar(), la cual aceptara tres parametros: dos puntos extremos, P y
Q, donde cada uno contiene las coordenadas (x,y) que representan el segmento a recortar, y
un rectangulo vertical, R, que contiene los elementos {Xi,q,Ysup: Xqer-Yinf} representando las
coordenadas de las dos esquinas izquierda superior y derecha inferior.

» La funcion Recortar_Punto() se invocara para tratar el segmento como un unico punto.
Basicamente, se realizara el algoritmo explicado anteriormente. El resultado es un valor
booleano que indicara si el punto fue recortado (verdadero) o no (falso).

» La funcion Calcular_Parémetros() servira para calcular los parametros, t, y ts. Necesitamos
pasar el numerador, el denominador, y los parametros, t, y t, que seran modificados. Esta
funcioén nos indicara si estos parametros, t, y t5, han sido modificados y por tanto, el segmento
es aceptado (verdadero) o rechazado (falso).

Para Recortar(), el algoritmo es:

booleano Recortar( ref Punto

S W N

dx « Q.x - P.x

. dy « Q.y - P.y

resultado ~ falso

Sidx =0, y Si
5.Q<—P
6. resultado

Si no, entonces
8. t. « 0

9. tg <« 1

e

S

10. Si Calcular Parédmetros( R.x;,,~P.x, dx, t

P, ref Punto Q, Recténgulo R )

dy = 0, y Si Recortar Punto( P, R ) = verdadero, entonces

— verdadero

i or tg ) = verdadero,
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entonces

11. si Calcular Parémetros( P.x-R.X4.,, -dx, tg, t

el S):
verdadero, entonces

12. Si Calcular Parametros( R.y;,¢~P.y, dy, te, t5 ) =
verdadero, entonces

13. Si Calcular_ Parametros( P.y-R.yg,,, —dy, tes
ts ) = verdadero, entonces

14. resultado « verdadero
15. Si tg < 1, entonces

16. Q0.x « P.x + tg dx
17. Q.y « P.y + t5 dy
18. si t, > 0, entonces
19. P.x « P.x + t, dx
20. P.y « P.y + t, dy
21. Terminar ( resultado )

Si el segmento es aceptado, entonces el algoritmo terminara con el valor booleano verdadero.
Ademas, los extremos, P y Q, contendran los valores recortados por este mismo algoritmo. Si el
segmento es rechazado, el algoritmo termina con el valor falso, lo cual implica que los parametros,
P y Q, no son alterados. En cualquier caso, se pasan estos dos parametros por referencia, para
asi poder modificarlos.

A continuacién presentamos el algoritmo para Calcular_Parametros(), el cual requiere el
numerador, el denominador, t,, y tg, los cuales estos dos ultimos se pasan por referencia:

booleano Calcular Pardmetros( real numerador, real denominador, ref real t.,, ref real tg

)
1. Si denominador > 0, entonces
2. t « numerador / denominador
3. 81t > tg

4. Terminar ( falso )
5. Si no, compruebe que t > t.
6. to « t
7. Si no, compruebe que denominador < 0,
8. t <« numerador / denominador
9. si t < t,

10. Terminar( falso )
11. Si no, compruebe que t < tg
12. tg « t
13. Si no, compruebe que numerador > 0,
14. Terminar( falso )
15. Terminar ( verdadero )

Algoritmo de Nicholl-Lee-Nicholl

Este algoritmo intenta corregir los problemas de los algoritmos anteriores para recortar
segmentos en un rectangulo vertical. El algoritmo de Cohen-Sutherland se basa en realizar varias
comprobaciones, pero acaba calculando varias intersecciones que pueden o no servir. Los
algoritmos de Cyrus-Beck y Liang-Barsky se basan en calcular varias intersecciones y luego
comprobar cuales sirven. El algoritmo de Nicholl-Lee-Nicholl elimina la necesidad de realizar todos
estos calculos de intersecciones favoreciendo las comprobaciones para dar con la interseccion
correcta, si existe. Al final, este algoritmo es mas rapido que los mencionados anteriormente.

Para recortar un segmento con los extremos P y Q, necesitamos determinar las intersecciones,
si existen, con las aristas. Comenzamos dividiendo la geometria en nueve regiones al extender
horizontal y verticalmente las aristas del rectangulo vertical, como hicimos en el algoritmo de
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Cohen-Sutherland. Sin embargo, sélo necesitamos considerar tres casos de la posicion del punto
extremo, P, porque los demas casos son simétricos a uno de estos tres casos principales. Estos
casos son:

1. P es interior al rectangulo de recorte,

7

Figura 30 - Se divide el plano en varias regiones
con el punto P interior

2. P esta en una region exterior que hace esquina con el rectangulo de recorte, o

’/’
7

7

b I

sz 7

E Xgg E Xder

Figura 31 - Se divide el plano en varias regiones
con el punto P en una esquina

3. P esta en una region exterior que toca una arista del rectangulo de recorte.
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Figura 31 - Se divide el plano en varias regiones
con el punto P en un lateral

En cada caso, podemos dividir nuevamente nuestro espacio en diferentes regiones para
determinar dénde se encuentra el otro punto extremo, Q. Las nuevas divisiones se basan en crear
vectores desde el punto conocido, P, a cada uno de los vértices del rectangulo de recorte. Al
determinar si el punto extremo, Q, esta a la izquierda de uno de estos vectores, de P a un vértice,
podemos reducir las posibles regiones hasta encontrar la que contiene el punto, Q. Una vez que
hayamos encontrado el punto, Q, y la region en la que se encuentra, podemos aplicar la ecuacion
de la interseccion precisa para el caso en cuestion. Para los dos ultimos casos, podemos pensar
que los vectores de P a los vértices del rectangulo de recorte que son exteriores forman un
"campo de vision". Cualquier punto dentro de este campo sera visible y por tanto el segmento
cruzara el rectangulo. Para el primer caso, usamos estos vectores simplemente para dividir el
espacio en regiones para encontrar rapidamente el otro punto, Q, ya que sabemos de antemano
que el segmento sera visible, parcial o completamente.

Ejemplo

Descripcion

Retomamos el mismo ejemplo del método exhaustivo. Tenemos un rectangulo de recorte cuya
diagonal es de (-1,3) a (3,-3) que representa nuestra vista. Queremos mostrar el segmento AB, en
tal rectangulo de recorte, descrito por los puntos,

A= (-2,1) y B=(2,2)



Solucién

Calculamos el cadigo regional del punto A como hicimos en el método de Cohen-Sutherland:



A : 0001

Vemos que A esta en una region lateral del rectangulo vertical de recorte. Esto significa que
estamos ante el caso #2, en la figura 32.

Ahora nos toca descubrir la ubicacién del punto B para determinar si hace falta recortar el
segmento o no. Si es necesario recortar el segmento, debemos descubrir exactamente el punto
de interseccion. En principio, podemos comprobar si B esta en alguna region vertical a la de A.
Esto es,

B, < Ruxj,q = 2 < -1

Como no es cierto, debemos continuar con el algoritmo.
Averiguamo

s si B esta a la
derecha o a la A
izquierda de
una linea que
contiene A y la i
esquina

izquierda Nis = (-2,1)
superior del ,/’B"_'.
rectangulo de

recorte. Para A='(-21)
ello, calculamos
los siguientes 7 +X
vectores: £

-

Vis = (11,3)

o
n
—
=
—
=

A J

1, 2) Xigg = -1

Aplicamos el Figura 35 - Determinamos si B esta a la izquierda o derecha de la linea AVis

mismo método
que usamos en el algoritmo de Cyrus-Beck para determinar si un punto estaba a un lado o a otro
de una linea recta. Calculamos el vector normal de v;g - sin normalizar:

N, = (-2, 1)

is

El signo de N - D nos indicara si B esta a la izquierda o a la derecha:

(-2, 1) - -( 4, 1) = (-2)*4 + 1*1 =-7<0

Como el signo es negativo, B esta a la derecha y por tanto debemos continuar con el
algoritmo.

Averiguamo
ssiBestaala



derecha o a la
izquierda de
una linea que
Zzgﬂciennae Ayla Nas = (-2,5)
derecha L .
superior del

rectangulo de

recorte. Para .a-——/-"”‘/—g:TZZ)
ello, = D= (#,1)

calculamos el A= (-2,1)
vector de tal =
linea: +X

+y A

Y

Calculamos
el vector
normal de vgg: Xgq = -1

Figura 36 - Determinamos si B esta a la izquierda o derecha de la linea AVds
Ny, = (-2, 5

=

)

El signo de N - D nos indicara si B esta a la izquierda o a la derecha:

(-2, 5) - ( 4, 1) = (-2)*4 + 5*1 =-3<0

Como el signo es negativo, B estd a la derecha y por tanto debemos continuar con el
algoritmo.

Averiguamo
s si B esta a la
derecha o a la
izquierda de
una linea que
contiene A y la
esquina
derecha inferior
del rectangulo
de recorte.
Para ello,
calculamos el
vector de tal

linea:
Vai = ( R.Xgers
R.vine ) - A =

3, -3) -«



+v A
Calculamos ¥

el vector normal
de vy;:

) ““
/ET. 2.2)

=(

El signo de - —|
N - D nos A= (-2,1) D= (4,1)
indicara si B
esta a la
izquierda o a la
derecha:

Como el
signo es
positivo, B esta Kigg = -1 %,
a la izquierda
de esta linea.

Figura 37 - Determinamos si B esta a la izquierda o derecha de la linea AVdi

Como B
esta a la
izquierda
de vg; pero
a la
derecha de R
Vds:
entonces

:329”103 . V_.a/-'é‘:.(zl 2)
debemos A=(21) [A=61.129)
recortar A
con la
arista
izquierda:

+y A

Y

+X

A'x = R‘Xiz
> A", =
-1

q : e

Xgg = -1 Ker = 3

Figura 38 - Determinamos si B esta a la izquierda o derecha de la arista derecha



*1 /4 = A", =1,25

B esta o bien dentro del rectangulo de recorte o bien fuera. Esto implica que B esta a la
izquierda de la arista derecha del rectangulo, y por tanto es interior, o a la derecha, y por tanto se
debe recortar. Realizamos una comprobacion sencilla:

By < ReXgey = 2 < 3

Por lo tanto, B esta dentro y no necesitamos realizar ninguna interseccion. El segmento AB se
recorta quedando como,

A'B = (-1, 1,25)

Algoritmo

La funcion principal es Recortar(), la cual aceptara tres parametros: dos puntos extremos, P y
Q, donde cada uno contiene las coordenadas (x,y) que representan el segmento a recortar, y un
rectangulo vertical, R, que contiene los elementos {Xq.Ysup> XderYin} representando las
coordenadas de las dos esquinas izquierda superior y derecha inferior. Para hallar la region en la
que se encuentra el punto extremo, P, del segmento a recortar, podemos usar el algoritmo de
Calcular_Codigo() de Cohen-Sutherland para conseguir un cédigo representativo de la region. Por
ello, volvemos a definir los codigos binarios para: SUPERIOR=8, INFERIOR=4, DERECHA=2, e
IZQUIERDA=1.

Como existen tres casos principales, definimos tres algoritmos especializados para recortar un
segmento: Recortar_Interior(), Recortar_lzquierda_Inferior(), y Recortar_lzquierda(). Para los otros
seis casos, modificamos los puntos extremos, P y Q, aplicando traslaciones y reflejo debido a las
propiedades simétricas para convertir cada caso en uno principal. Cada algoritmo especializado
hara uso de otros dos tipos de algoritmos:

« La funcion Izquierda() nos indicara si un punto esta a la izquierda (verdadero) de una linea
representada por dos puntos o no (falso). La funcion Derecha() realizara una comprobacion
parecida si un punto esta a la derecha (verdadero) de una linea o no (falso).

» Las funciones Interseccién_Vertical() e Interseccidon_Horizontal() calcularan la interseccion
entre el segmento, representado como un vector de A a B, y una arista vertical u horizontal
del rectangulo de recorte, respectivamente.

booleano Recortar( ref Punto P, ref Punto Q, Rectangulo R )
1. tipo « Calcular Cédigo( P, R )
2. S1i no, compruebe que tipo = INTERIOR, // Caso #1
3. aceptar < Recortar Interior( P, Q, R )
4. Si tipo = IZQUIERDA OR INFERIOR, entonces // Caso #2
5. aceptar « Recortar Izquierda Inferior( P, Q, R )
6. Si no, compruebe que tipo = DERECHA OR INFERIOR,
7. Ty « (ReXy,q + RuXgey) / 2
8. P.x « Ty - P.x
9. 0.x « T, - Q.x
10. aceptar « Recortar Izquierda Inferior( P, Q, R )
11. P.x « T, - P.x
12. Q0.x « T, - Q.x
13.S1i no, compruebe que tipo = IZQUIERDA OR SUPERIOR,
14. T, « (R.Ygup + ReVine) / 2
15. P.y « T, - P.y
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16. Q.y « T, - Q.y
17. aceptar « Recortar Izquierda Inferior( P, Q, R )
18. P.y « T, - P.y B B
19. Q.y « Ty - Q.y
20. Si no, compruebe que tipo = DERECHA OR SUPERIOR,
21. T, « (R.x; + R.Xgey) / 2

X izg
22. Ty « (R-Ygup * R-Ving) / 2
23. P~ T - P
24. Q « T - Q
25. aceptar « Recortar Izquierda Inferior( P, Q, R )
26. P T - P
27. Q « T - Q
28. Si no, compruebe que tipo = IZQUIERDA, // Caso #3
29. aceptar « Recortar Izquierda( P, Q, R )
30. Si no, compruebe que tipo = DERECHA,
31. T, « (R-Xi,q + R-Xger) / 2
32, Pok = T, = Po
33. Q.X — Tx - Q.X
34. aceptar « Recortar Izquierda( P, Q, R )
35. P.x « T, - P.x
36. Q.x « T, - Q.x
37. Si no, compruebe que tipo = INFERIOR,
38. TX'_R'XiZq
39. Ty'_R'yinf
40. P -« T - P
41. Q « T - Q
42. aceptar < Recortar Izquierda( P, Q, R )
43. P - T - P
44. Q « T - Q
45. Si no, compruebe que tipo = SUPERIOR,
46. TXHR’Xizq
47 . Ty‘fR'ysup
48. P - T - P
49. Q « T - Q
50. aceptar « Recortar Izquierda( P, Q, R )
51. P~ T - P
52. Q « T - Q
53. Terminar ( aceptar )

Usamos el operador OR para indicar la operacién OR a nivel de bits.
Aqui presentamos los algoritmos particulares para el recorte segun la regidn donde se
encuentra P, empezando por Recortar_Interior():

booleano Recortar Interior( ref Punto P, ref Punto Q, Rectangulo R )
aceptar « verdadero

1.
2. PO «Q - P
3. PVis « (R.Xj,q/R.Vgy) — P
4. Si Izquierda( PQ, PVis ), entonces
5. PVii « (R.Xj,q/R.Vine) - P
6. Si Izquierda( PQ, PVii ), entonces
7. PVdi « (R.XgersrR.Vipne) — P

8. Si Izquierda( PQ, PVdi ), entonces
9. S1 Q.x > R.Xyg.,, entonces
10. Q « Interseccidn Vertical( P, Q, R.Xge, )
11. Si no, entonces
12. Si Q.y < R.y;,fs entonces
13. Q « Interseccidén Horizontal( P, Q, R.yj,¢r )
14. Si no, entonces
15. 81 Q.x < R.Xj,q

16. Q « Interseccidén Vertical( P, Q, R.an )

entonces



17. Si no, entonces
18. PVds « (R.Xger/R.ygyp) = P
19. Si Izquierda( PQ, PVds ), entonces
20. Si Q.y > R.yg,,s entonces
21. Q « Interseccién Horizontal( P, Q, R.ySup )
22. Si no, entonces
23. PVdi « (R.XgersR.¥ipng) - P
24. Si Izquierda( PQ, PVdi ), entonces
25. S1i Q.x > R.Xyg.,, entonces
26. Q « Interseccién Vertical( P, Q, R.Xge, )
27. Si no, entonces
28. Si Q.y < R.y;,¢, entonces
29. Q « Interseccidén Horizontal( P, Q, R.yi.r )
30. Terminar ( aceptar )

Aqui presentamos el algoritmo de Recortar_lzquierda_Inferior():

booleano Recortar Izquierda Inferior( ref Punto P, ref Punto Q, Rectangulo R )
1. Si Q.x < R.x;,4, entonces
2. aceptar ~ falso
3. Si no, compruebe que Q.y < R.Vinf,
4. aceptar — falso
5. Si no, entonces
6. PQ -« Q - P
7. PVis « (R.xizq,R.ysup) - P
8. Si Izquierda( PQ, PVis ), entonces
9. aceptar « falso
10. Si no, entonces
11. PVds « (R.XgersR.Vgyp) — P
12. Si Izquierda( PQ, PVds ), entonces
13. aceptar « verdadero
14. Si Q.y > R.yg,ps entonces
15. Q « Interseccidén Horizontal( P, Q, R.¥Ysup )
16. PVii « (R.Xj,q/R.¥ipe) - P
17. Si Izquierda( PQ, PVii ), entonces
18. P « Interseccidén Vertical( P, Q, R.Xj,q )
19. Si no, entonces
20. P « Interseccién Horizontal( P, Q, R.yj.¢ )
21. Si no, entonces
22. PVdi « (R.XgersR.¥ing) - P
23. Si Derecha( PQ, PVdi ), entonces
24. aceptar ~ falso
25. Si no, entonces,
26. aceptar « verdadero
27. Si Q.x > R.Xyg.,, entonces

28. Q < Interseccién Vertical( P, Q,

R‘Xder )
29. PVii « (R.Xj,q/R.Vine) - P
30. Si Izquierda( PQ, PVii ), entonces
31. P « Interseccidén Vertical( P, Q,
R.Xi,q )
32. Si no, entonces
33. P « Interseccidén Horizontal( P, Q,
R.Vins )

34.Terminar ( aceptar )

Por ultimo presentamos el algoritmo de Recortar_Izquierda():



booleano Recortar Izquierda( ref Punto P, ref Punto Q, Rectédngulo R )
1. 8i Q.x < R.x;,4, entonces
2. aceptar « falso
3. Si no, entonces
4. PQ « Q - P
5. PVis « (R-XiquR-ySup) =P
6. Si Izquierda( PQ, PVis ), entonces
7. aceptar ~ falso
8. Si no, entonces
9. PVds « (R.XgersR.¥gyp) — P
10. Si Izquierda( PQ, PVds ), entonces
11. aceptar « verdadero
12. P « Interseccidn Vertical( P, Q, R.xizq )
13. Si Q.y > R.ygu,s entonces
14. Q « Interseccidén Horizontal ( P, Q, R.ygu, )
15. Si no, entonces
16. PVdi « (R.Xger/R.Ving) P
17. Si Izquierda( PQ, PVdi ), entonces
18. aceptar « verdadero
19. P « Interseccidn Vertical( P, Q, R.xiZq )
20. Si Q.x > R.X4e,, entonces
21. Q « Interseccién Vertical( P, Q,
R'Xder )
22. Si no, entonces
23. PVii « (R.Xj,q/R.Vipe) - P
24. Si Derecha( PQ, PVii ), entonces
25. aceptar ~ falso
26. Si no, entonces
27. aceptar « verdadero
28. P « Interseccién Vertical( P, Q, R.xiZq )
29. Si Q.y < R.y;,¢s entonces
30. Q « Interseccidén Horizontal( P, Q,
R.Vins )
31. Terminar ( aceptar )

Estos cuatro algoritmos son auxiliares para los algoritmos de recorte.

booleano Izquierda( Vector A, Vector B )

1. Si -B.y * A.x + B.x * A.y > 0, entonces
2. Terminar ( verdadero )

3. Si no, entonces
4. Terminar( falso )

booleano Derecha( Vector A, Vector B )

1. Si -B.y * A.x + B.x * A.y < 0, entonces
2. Terminar ( verdadero )

3. Si no, entonces
4. Terminar ( falso )

Podemos implementar este algoritmo

booleano Derecha( Vector A, Vector B
1. Terminar( Izquierda( -A,

como un caso especial de /zquierda(). Esto es,

)

B) )



Por lo tanto, podriamos prescindir del uso de este algoritmo, Derecha().

Punto Interseccién Vertical( Punto A, Punto B, real Arista )
1. D« B.x - A.x
2. S1i D = 0, entonces
3. Resultado.x — Arista
4. Resultado.y « A.y
5. Si no, entonces
6. Resultado.x « Arista
7. Resultado.y A.y - (B.y - A.y) * (A.x - Arista) / D
8. Terminar ( Resultado

~1

Punto Interseccién Horizontal ( Punto A, Punto B, real Arista )
1. DHB.Y‘A.Y
2. S1i D = 0, entonces
3. Resultado.x « A.x
4. Resultado.y « Arista
5. Si no, entonces
6. Resultado.x « A.x - (B.x - A.x) * (A.y - Arista) / D
7. Resultado.y — Arista
8. Terminar ( Resultado )

Algoritmo de Sutherland-Hodgman

Este algoritmo se basa en recortar el poligono parcialmente usando cada lado del rectangulo
vertical de recorte hasta terminar con la interseccion final, interior al rectangulo. El poligono a
recortar se representa como una lista de vértices: v4,v,,v3,...,v,. NOs interesa que esta lista de
vértices esté ordenada para que cada pareja contigua de vértices represente una arista del
poligono. Esto significa que ordenaremos la lista geométricamente en el sentido de las agujas del
reloj o en el sentido contrario, segun elijjamos. Los vértices v; y v,;4 describen una arista del
poligono, hasta llegar a v,, que forma la ultima arista con el vértice, v,. Cada recorte del poligono
generara una nueva lista de vértices que representara el nuevo poligono resultante del recorte.

Para cada recorte por el lado del rectangulo, existen cuatro casos a comprobar para cada
pareja de vértices que representa una arista del poligono a recortar. Segun las regiones formadas
por cada lado de recorte, los vértices se encontraran dentro o fuera de ellas, éstos son:

1. Si ambos vértices estan dentro, entonces sélo agregamos el segundo vértice a la lista
resultante de vértices.

Exterior a la Interior a la
Regidn de Recorte Regién de Recorte
Vi
celligeno V5 - resultado
Recortar 2-

Figura 39 - Ambos vértices estan dentro

2. Si el primer vértice esta dentro de la arista, pero el segundo esta fuera, entonces calculamos
el punto de interseccion. S6lo agregamos este punto de interseccion a la lista resultante de
vértices.



Exteriorala Interior a la

Regidn de Recorte Regidn de Recorte
Foligono a
Recaortar Vi
P - resultado
V2

Figura 40 - El primer vértice esta
dentro, pero el segundo esta fuera

3. Si el primer vértice esta fuera de la arista, pero el segundo esta dentro, entonces tenemos que
calcular el punto de interseccion. Este punto de interseccion y el segundo vértice son
agregados a la lista resultante de vértices.

Exterior a la Interiora la
Reqgidn de Recore Regidn de Recorte
V2 - segundao
V1 2

resultado

P : primer
resultado

Foligono a
Recortar

Figura 41 - El primer vértice esta fuera,
pero el segundo esta dentro

4. Si ambos vértices estan fuera, entonces no modificamos la lista resultante de vértices.

Exterior a la Interior a la
Regidn de Recorte Region de Recorte
V2
Paligono a
Recortar
Vi

Figura 42 - Ambos vértices estan
fuera

Pasamos la lista resultante de vértices como la lista entrante al mismo algoritmo para las
demas aristas del rectangulo.

Ejemplo

Descripcion

Tenemos un rectangulo vertical de recorte cuya diagonal es de (-1,3) a (3,-3) que representa
nuestra vista. Queremos un poligono (convexo), en tal rectangulo de recorte, descrito por la



siguiente lista de vértices:

{ (=2,1), (1
(01_4)1 (_2/

Solucioén

Empe
zamos el
recorte de
nuestro
poligono
con el
lado
izquierdo
de
nuestro

4, (4,3), (3,0),
=4), (=3,-1) }

vy =(-21)

vz = (1,4)

vy =(-3,-1)

vg=(-2-4) v53(0-4)

Figura 43 - Ejemplo del Algoritmo de Sutherland-Hodgman

. Ty A
Xim:“1 i Vo =(1,4)

rectangul
o vertical
de recorte
que es
Xigqg = -1.
Elegimos
cada
arista de
nuestro
poligono
y la
comproba

Al
|
N
i\
h
X
Y
4
3
.
[ — ’—/

vg=(-1-4) | v = (0,-4)

vz = (4,3)
v =(30)
+x

Figura 44 - Recortamos el poligono con el lado izquierdo del rectangulo de recorte

mos segun su caso, mencionado previamente. También creamos una lista de vértices para
representar el poligono resultante del recorte.



Vemos que de v, a v,, se nos presenta el caso #3, ya que v, esta fuera del lado del rectangulo
y v, esta dentro. Por lo tanto, calculamos el punto de interseccion del segmento con x;,q = -1,

=4+ (-1 -1) *3/3=2
Agregamos este punto de interseccion y el vértice v, a la lista resultante de vértices, en este
orden. La lista resultante es ahora:
{ (-1,2), (1,4) }
Comprobamos el segmento de v, a v3. Como ambos son interiores al lado izquierdo del

rectangulo de recorte, estamos ante el caso #1, por lo que agregamos vs a la lista resultante. La
lista resultante es ahora:

{ (=1,2), (1,4), (4,3) }

Comprobamos el segmento de v; a v,. Como ambos son interiores al lado izquierdo del
rectangulo de recorte, estamos ante el caso #1, por lo que agregamos v, a la lista resultante. La
lista resultante es ahora:

{ (-1,2), (1,4), (4,3), (3,0) }

Comprobamos el segmento de v, a vs. Como ambos son interiores al lado izquierdo del
rectangulo de recorte, estamos ante el caso #1, por lo que agregamos v5 a la lista resultante. La
lista resultante es ahora:

{ (=1,2), (1,4), (4,3), (3,0), (0,-4) }

Vemos que el segmento de vg a vg trata del caso #2. Por lo tanto, calculamos el punto de
interseccion del segmento con Xx;,q = -1,

Py = Xi,q = ~1
Ve, ~ Vs
Py = vg + (x‘qu VGX) * o
Ve, T Vs,
= -4+ (-1 - (=2)) * 0/ 2= -4

Agregamos este punto de interseccion a la lista resultante de vértices. La lista resultante es
ahora:

{ (=1,2), (1,4), (4,3), (3,0), (0,-4), (-1,-4) }

Comprobando los dos ultimos segmentos, vg a v; ¥ v; a v4, vemos que estan fuera. Por lo
tanto, no agregamos ningun vértice a la lista resultante. Al final, la lista resultante es:

{ (_112)/ (1/4)/ (473)7 (370)7 (01_4)1 (-1,-4) }

Continu
amos el
recorte con
el lado



superior de +y
nuestro

rectangulo Ve
vertical de Yeup = 3 ¥i=(0,3)
recorte
que es Ygp v7=(-1,2)
= 3.
Elegimos
cada arista
de nuestro
poligono
actual,
previament
e
recortado,

y la

comproba /
mos segun

A Vo=(1-4) | v5={(0-4)

mencionad
o]
previament
e.

men Vp = vy = (4,3)

Figura 45 - Recortamos el poligono con el lado superior del rectangulo de recorte

Vemos que de v4 a vy, se nos presenta el caso #2, ya que v, estd dentro del lado del
rectangulo y v, esta fuera. Por lo tanto, calculamos el punto de interseccion del segmento con y

sup = 3,

P :VZ + (YSUP_VZ) *ommmmmmm -

x y

y
=1+ (3 -4 *2/2=0

y:Ysup:3

Agregamos este punto de interseccion a la lista resultante de vértices. La lista resultante es
ahora:

{ (0,3) }

Comprobamos que el segmento de v, a v; presenta el caso #3, ya que v, esta fuera del lado
del rectangulo y v, esta (justo) dentro. Por lo tanto, calculamos el punto de interseccion del
segmento con yg,, = 3,

P, = vy +

x

_V3)~k __________

(ysup y

4+(3—3)*3/(—1)y=4

y = Yeup = 3

Agregamos este punto de interseccion y el vértice v a la lista resultante de vértices, en este
orden. La lista resultante es ahora:



{ (0,3), (4,3), (4,3)

Comprobando el resto de los segmentos vemos que estan dentro del semiplano, y,, = 3. Por

lo tanto, agregamos los segundos vértices de cada segmento a la lista resultante. Al final, la lista
resultante es:

{ (013)1 (4/3)/ (473)7 (370)1 (01_4)1 (-1,-4), (-

=
N

}

’

Continu +y
amos el
recorte con
el lado v7=(0.3)
derecho de
nuestro vg = (-1,2)
rectangulo
vertical de
recorte
que es Xger
= 3. +X
Elegimos
cada arista
de nuestro
poligono
actual,
previament
e
recortado,
y la
comproba
mos segun
su caso, mencionado previamente.

Vemos que de v, a v,, se nos presenta el caso #2, ya que v, estd dentro del lado del
rectangulo y v, esta fuera. Por lo tanto, calculamos el punto de interseccion del segmento con X,
= 3,

®------oee-
g
R

vg = (-1,-4) Vg = (0,-4)

Figura 46 - Recortamos el poligono con el lado derecho del rectangulo de recorte

Px = Xder = 3

P :v2y+ (Xger = Vo) * —=———————=

x

3+ (3-4) *0/4=3

Agregamos este punto de interseccion a la lista resultante de vértices. La lista resultante es
ahora:
{ (3,3) )
Como el "segmento” de v, a v; esta fuera del semiplano, x4, = 3, N0 agregamos ninguno de
los dos vértices. La lista resultante sigue siendo:

{ (3,3) 1}



Comprobamos que el segmento de v; a v, presenta el caso #3, ya que v3 esta fuera del lado
del rectangulo y v, estd (justo) dentro. Por lo tanto, calculamos el punto de interseccion del
segmento con Xge, = 3,

Py, = Xger = 3

P =V4y+ (Xgey — Vg ) * —————————-

0+ (3 -3) * (=3) / (-1) =0

Agregamos este punto de interseccion y el vértice v a la lista resultante de vértices, en este
orden. La lista resultante es ahora:

{ (3,3), (3,0), (3,0) }

Comprobando el resto de los segmentos vemos que estan dentro del semiplano, Xq4e = 3. Por
lo tanto, agregamos los segundos vértices de cada segmento a la lista resultante. Al final, la lista
resultante es:

{ (3,3), (3,0), (3,0), (0,-4), (-1,-4), (=1,2), (0,3) }

Continua +y
mos el
recorte con
el lado vg =(0,3) v7 =(3,3)
inferior de
nuestro vg =(-12)
rectangulo
vertical de
recorte que
es Yinr = -3.
Elegimos
cada arista
de nuestro
poligono
actual, Yint = -3
previamente  --r--m-i-semoeeem---s - :
recortado, y yd
la
comprobam
0s segun su
caso,
mencionado
previamente.

Comprobamos que tanto el segmento de v4 a v, como el "segmento" de v, a v; estan dentro
del semiplano, y;,; = -3. Por lo tanto, agregamos los segundos vértices de cada segmento a la
lista resultante. Al final, la lista resultante es:

vy = vy = (3,0)

Figura 47 - Recortamos el poligono con el lado inferior del rectangulo de recorte

{ (3,0), (3,0) }



Vemos que de v3 a v4, se nos presenta el caso #2, ya que v; estad dentro del lado del
rectangulo y v, esta fuera. Por lo tanto, calculamos el punto de interseccion del segmento con v

Vg, T V3
Py = vy, * (Vine = Vg ) * —777m—mm—-
V4Y - V3Y
=0+ (=3 - (=4)) * (=3) / (-4) = 0,75
Py = Yinr = —3

Agregamos este punto de interseccion a la lista resultante de vértices. La lista resultante es
ahora:

{ (3,0), (3,0), (0,75, =3) }

Como el segmento de v, a v esta fuera del semiplano, y;,; = -3, no agregamos ninguno de los
dos vértices. La lista resultante sigue siendo:

{ (310)1 (310)/ (07757 _3) }

Comprobamos que el segmento de vs a vg presenta el caso #3, ya que vy esta fuera del lado
del rectangulo y vg esta dentro. Por lo tanto, calculamos el punto de interseccién del segmento
con Vs = -3,

Ve, ~ Vs
Py = Ve, ¥ (Ying = Vg ) * —m=--——=--
V6y - V5y
- 14 (-3-2) 0/ 6=-1

Py = Yinf = -3

Agregamos este punto de interseccion y el segundo vértice, vg, a la lista resultante de vértices.
La lista resultante es ahora:

{ (3,0), (3,0), (0,75, =3), (-1,-3), (-1,2) }

Comprobando el resto de los segmentos vemos que estan dentro del semiplano, y;,; = -3. Por
lo tanto, agregamos los segundos vértices de cada segmento a la lista resultante. Al final, la lista
resultante es:

{ (3,0), (3,0), (0,75, =3), (-1,-3), (-1,2), (0,3), (3,3) }

Vemos que el poligono
final contiene  vértices
contiguos repetidos, por lo
que podemos procesar
nuestra lista de vértices
para eliminar las
repeticiones. Al final, nos
queda la siguiente lista de
vértices:



*y

vs =(0,3) vg = (3,3)
.
vq=(-12)
vy =(3,0)
va=(-1.3)® v, = (0,75, -3)

Figura 48 - El poligono resultante sin vértices contiguos repetidos

Algoritmo

El algoritmo se basa en el pseudo-codigo principal, Recortar(). Tenemos otros algoritmos
auxiliares:

* Recortar_Lado() sirve para recortar un segmento descrito por dos vértices por un lado
particular del rectangulo de recorte. También se requiere la lista resultante de vértices para
poder agregar nuevos vértices a ella. La salida es la misma lista resultante actualizada de los
vértices del poligono recortado.

« Interior() indica si un punto se considera candidato como interior (verdadero) al rectangulo de
recorte o se acepta como exterior (falso).

« Intersectar() calcula el punto de interseccion entre un segmento y un lado dado del rectangulo
de recorte.

Presentamos el algoritmo para Recortar():

Poligono Recortar( Poligono P, Rectangulo R )
1. Resultado, Actual : Poligono
2. Actual ~ P
3. Para cada lado de R, repetir
4. Resultado « vacio // Resultado es un poligono vacio
5. Para: i « 1 hasta n, repetir
6. Resultado « Recortar Lado( Actual.v,;, Actual.v;,,, lado, R,
Resultado )
7. Resultado < Recortar Lado( Actual.v,, Actual.v;, lado, R, Resultado )
// Recortamos la Ultima arista de Actual: v,v;
8. Actual —~ Resultado
9. Resultado « Eliminar Repeticiones( Resultado )
10. Terminar ( Resultado )



Eliminar_Repeticiones() recorre la lista dada de vértices del poligono para eliminar repeticiones

contiguas. También hay que comprobar el Ultimo vértice con el primero, ya que forman un
segmento.

He aqui el algoritmo de Recortar_Lado() que modifica el poligono, Resultado, y lo regresa al
terminar:

Poligono Recortar Lado( Punto vl, Punto v2, Lado L, Rectangulo R, ref Poligono Resultado
)
1. interiorl < Interior( vl, L, R )
interior2 « Interior( v2, L, R )
3. Si interiorl = verdadero, entonces
4. Si interior2 = verdadero, entonces
5. Resultado.Agregar( v2 )
6. Si no, entonces,
7. P « Intersectar( vl, v2, L, R )
8. Resultado.Agregar( P )
9. Si no, compruebe que interior2 = verdadero,
10. P « Intersectar( vl, v2, L, R )
11. Resultado.Agregar( P )
12. Resultado.Agregar( v2 )
13. Terminar ( Resultado )

N

Agregar() se refiere a la operacion basica para agregar un punto a la lista de vértices de un
poligono.

Exponemos la légica de Interior():

booleano Interior( Punto v, Lado L, Recténgulo R )
1. Si L = Izquierdo, entonces
2. 81 vy 2 R.Xx;,4, entonces
3. bEsInterior — verdadero
4. Si no, entonces
5. bEsInterior ~ falso
6. Si no, compruebe que L = Superior, entonces
7. 81 v, £ R.yg,, entonces
8. bEsInterior ~ verdadero
9. Si no, entonces
10. bEsInterior « falso
11. Si no, compruebe que L = Derecho, entonces
12. 8i v, £ R.Xy4..s, entonces
13. bEsInterior « verdadero
14. Si no, entonces
15. bEsInterior ~ falso
16. Si no, compruebe que L = Inferior, entonces
17. Si vy, 2 R.yin¢, entonces
18. bEsInterior ~ verdadero
19. Si no, entonces
20. bEsInterior — falso
21. Terminar ( bEsInterior )

Este algoritmo para Intersectar() involucra un rectangulo vertical de recorte:

Punto Intersectar( Punto vl, Punto v2, Lado L, Rectangulo R )
1. dx « v2.x - vl.x
2. dy « v2.y - vl.y
3. Si L Izquierdo, entonces

4. P.x < R.Xj,q
5,

Si dx # 0, entonces



6. P.y « v2.y + (R.Xj,q = v2.%) * dy / dx

7. Si no, entonces
8. P.y « v2.y
9. Si no, compruebe que L = Superior, entonces
10. si dy # 0, entonces
11. P.x « v2.x + (R.ygyp ~
12. Si no, entonces
13. P.X « v2.X%

v2.y) * dx / dy

14. P.y « R.Vgyp

15. Si no, compruebe que L = Derecho, entonces
16. P.x « R.Xgey
17. Si dx # 0, entonces

18. P.y « v2.y + (R.Xge, - v2.x) * dy / dx

19. Si no, entonces
20. P.y « v2.y
21. Si no, compruebe que L = Inferior,
22. Si dy # 0, entonces
23. P.x « v2.x + (R.yjp¢ - V2.y) * dx / dy

24. Si no, entonces
25. P.Xx « Vv2.Xx
26. P.y « R.yins
27. Terminar( P )

entonces

Algoritmo de Liang-Barsky

vy \.?T—h—_____ Wy EI
” P 4 % .
| ] — - algoritmo
wl / L de Liang-
~| | ~_] Barsk
J 314 " y
para
recortar
lineas

Figura 49 - Se agrega el vértice de giro, que es un vértice del rectangulo de recorte

puede ser ampliado para recortar poligonos en un rectangulo vertical. La idea principal de este
algoritmo se basa en la deteccion de vértices de giro. Un vértice de giro es aquel vértice de la
esquina del rectangulo de recorte que formara parte del poligono recortado. Esta posibilidad existe
si una arista del poligono a recortar cruza un lado del rectangulo de recorte seguida de una o mas
aristas que giran entorno a la esquina del rectangulo de recorte, para volver a cruzar el rectangulo
por otro lado. Si esto ocurriere, entonces agregariamos este vértice de giro a nuestra lista de
vértices resultante que representa el poligono recortado.

Fijémonos en varios casos de interseccidon de lineas rectas diagonales - aquéllas que no son
verticales ni horizontales. Extendemos las aristas del rectangulo vertical para que sean lineas y asi
creamos nueve regiones: ocho externas y una interna. Esto implica que una linea diagonal cruza
de una esquina regional a otra esquina opuesta.

Si parte de un segmento del poligono yace dentro del rectangulo de recorte, entonces esa
parte debe pertenecer al poligono resultante. Debemos agregar los vértices de este segmento,

dependiendo de las circunstancias:

+ El segmento yace completamente en el interior del rectangulo de recorte, por lo que ambos
extremos del segmento son agregados a la lista de vértices del poligono resultante.

» El segmento yace parcialmente en el interior, con un extremo dentro del rectangulo de recorte.
Esto implica que hay que calcular el punto de interseccién con un lado del rectangulo. Se
agrega el extremo interior del segmento y el punto de interseccién a la lista de vértices del

poligono resultante.



» El segmento yace parcialmente en el interior, pero ambos puntos extremos yacen fuera del
rectangulo de recorte. Esto supone calcular dos puntos de interseccidn con dos lados
diferentes del rectangulo. Ambos puntos de interseccion son agregados a la lista de vértices
del poligono resultante.

Por otro lado, podemos tener el caso de que el segmento no cruce el interior del rectangulo de
recorte, pero el siguiente segmento que representa una arista del poligono si puede cruzar el
rectangulo. Como nos limitamos a mirar cada arista segun su primer vértice, podemos determinar
el lado del rectangulo, si se empieza en una region adyacente a un lado, que el segmento puede
cruzar, o entre dos lados, si se empieza en una esquina.

Volviendo al tema del vértice de giro, agregamos tal vértice a la lista de vértices resultante,
cuando una arista entra una esquina.

El algoritmo original propuesto por Liang y Barsky funciona de otra manera. Se agrega el
vértice de giro a la lista resultante cuando una arista abandona la esquina. Sin embargo, esto no
elimina el problema de la arista degenerada y ademas complica la lectura del algoritmo mas de la
cuenta. Por lo tanto, usaremos nuestra version del algoritmo.

Basandonos en la solucion dada por Liang y Barsky para recortar segmentos, haremos uso de
la ecuacion paramétrica de una linea recta y analizaremos los cuatro valores del parametro, {,
debidos a las cuatro intersecciones de la linea, que contiene la arista, con las lineas formadas por
las extensiones de los lados del rectangulo de recorte. Dos valores son considerados
potencialmente entrantes: {,_y f,, y los otros dos son considerados potencialmente salientes: ts y

ts, Tomemos nota de que f, es el menory t; es el mayor de los cuatro valores calculados; los

otros dos valores pueden estar en cualquier orden. Como explicamos en el apartado del algoritmo
de Liang-Barsky para recortar segmentos, si f,, < f;, entonces la linea cruza el rectangulo de

recorte; si to, > ts , entonces la linea pasa de una esquina a otra.

-
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1
(o
el o o

& tgq=-=

_.-?/tSQ

Figura 50 - Diferentes casos de los cuatro parametros de puntos de
interseccion



Como ya sabemos, los valores de t deben estar comprendidos entre 0 y 1 para representar el
segmento, donde t=0 implica un punto extremo y t=1 se refiere al otro. Estableciendo la relacién
entre estos valores paramétricos y los cuatro valores de las intersecciones, podemos determinar la
contribucion de la arista al poligono recortado resultante. Si 0 < f; y f,, < 1, entonces la arista

comienza o incluso puede terminar dentro del rectangulo. Como existe una parte visible de esta
arista, debemos agregarla a nuestro poligono recortado.

Si la arista no cruza el rectangulo de recorte, entonces la linea, donde yace la arista, atraviesa
tres esquinas: dos opuestas entre si y una en el medio. Si la arista yace en cualquiera de estas
dos esquinas opuestas, entonces se debe agregar un vértice de giro a la lista de vértices
resultante. Entrada a esta esquina del medio, se comprueba con 0 < {; < 1. Entrando la Ultima

esquina se comprueba con 0 < ts, < 1, que también es valida para el caso de que la arista cruce el

rectangulo de recorte, y por tanto se debe agregar el vértice de giro.

El problema del algoritmo es que tenemos que tratar los casos especiales cuando las aristas
son horizontales o verticales. Una solucion es considerar cada caso cuando se presente,
aplicando otra légica especial que requiere un analisis para cada caso. La otra solucién es
describir estas aristas de tal manera que podamos usar la misma légica del algoritmo para todas
las aristas. Para implementar esta solucién, asignamos los valores de +« y -~ para los parametros
entrantes y salientes.
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Figura 51 - Poligono recortado junto con
las condiciones satisfechas

Ejemplo

Descripcion

Retomamos el mismo ejemplo anterior del método de Sutherland-Hodgman. Tenemos un
rectangulo vertical de recorte cuya diagonal es de (-1,3) a (3,-3) que representa nuestra vista.
Queremos un poligono, en tal rectangulo de recorte, a partir del poligono, P, descrito por la
siguiente lista de vértices:

P { (_2/1)/ (1/4)r (473)/ (310)/ (01_4)/ (_21_4)1 (_31_1) }



v2 = (1,4)

vy = (-2,1)

vz =(-3,-1)

vg=(-2-4) Vv53(0,-4)

Figura 52 - Ejemplo del Algoritmo de Liang-Barsky

Solucién

Creamos una lista de
vértices, Q, para representar
el poligono resultante del
recorte, inicialmente vacia:

Q : {}

Empezamos el recorte de =~ 0 smreseseemeeieeeoienes
nuestro poligono analizando
el primer segmento formado
por v4qv,. Calculamos las
cuatro intersecciones y las
clasificamos a través de sus
parametros.

N
|
S
I
1SN
|
-
I
w
",

te, = (v, = yind) / By = 7/ --------------------------------- e
1 Tt =-13333 Ving = -3
(1-(=3)) / (-3) = 91 it

to, = ~ (Vi = Yau) / By = - Figura 53 - Analizamos la primera arista del poligono



0,6667
ts, = (le - Xgep) / Oy = ( (=2) - 3 ) / (=3) = 1,6667

Como t;,> 0, t,,<t;,0 <t yt, <1, el segmento es completa o parcialmente visible en el
rectangulo de recorte. Como f,, > 0, calculamos el punto de interseccion

(2,y) = vy + to, * (b, = (-2,1) + 0,3333 * (3,3)
= (-1,2)
y lo agregamos a la lista resultante, Q. La lista resultante es ahora:
o { (-1,2) }
Como t5 <1, calculamos el punto de interseccion

(2,y) = vy + tg * (8,40 = (-2,1) + 0,6667 * (3,3)
(0,3)

y lo agregamos a la lista resultante, Q. La lista resultante es ahora:

Q : { (-1,2), (0,3) }

Seguimos con el analisis con ) Xeq = -1
el segundo segmento formado ___’_‘+y A
por vovs. Calculamos las cuatro teq= -0,6667 1 "ty = (1,4)
intersecciones y las clasificamos /
a través de sus parametros. Veup =3

Kger = 3

toq =40, 6667

Ay = vy - vy, =4 -1=3
3 -4=-1

>
Il
<
w
|
<
N
Il

- Xizq) / Ax =-(1
- (-1 ) /3 = -0,6667
to, = ~(Va, = Yaup) / By = -( 4

. - Rger) / b= (1
-3) / (=3) = 0,6667
tsz = (V2y - Yinf) / _Ay = (4

- (=3) ) / (1) = 7

Aunque g, > 0, to > tg, el rrrimemeierees bl -
segmento no es visible en el

rectangulo de recorte.  Sin
embargo, como 0 < f; =< 1,

agregamos el vértice de giro: Figura 54 - Analizamos la segunda arista del poligono
(3,3) a la lista resultante, Q. La
lista resultante es ahora:

Q0 : { (-1,2), (3,3) }
Como ts, > 1, no agregamos el otro vértice de giro: (3,-3).

Analicemos el tercer segmento
formado por viv,. Calculamos las



cuatro intersecciones y las
clasificamos a través de sus
parametros.

Dy = vy — vy =3 -4=-1

By = vy = V3 = - = -3

te, = _(7\734V - ygup) / Ay =-(3-3
) /o (=3) =0

te, = (V3 = Xgey) / B = (4 -3
) /= (-1) =1

tS: = (V3 = VYing) / _Ay = (3 -
(=3) ) / —(=3) =2

ts, = — (V3 = Xizq) / Ay = -( 4 -
(-1 ) / (1) =5

Como t;,> 0,8, <, 0<ts5 vyt
< 1, el segmento es completa o
parcialmente visible en el rectangulo

de recorte. Como f,, > 0, calculamos
el punto de interseccion:

(x,y) = vy + tez * (AX,Ay) = (4,3) +
1 * (-1,-3)
= (3,0)

y lo agregamos a la lista resultante, Q. La lista resultante es ahora:

o : { (=1,2), (3,3), (3,0) }

+y

K = 3

v3=(4,3)

te1 = 2 .‘

tg2=95

T e

Figura 55 - Analizamos la tercera arista del poligono

Como t5 2 1, agregamos el vértice final del segmento, (3,0), a la lista resultante que es ahora:

Q : { (=1,2), (3,3), (3,0), (3,0) }

Como tg_= 1, no agregamos un vértice de giro.
2

Analicemos el cuarto
segmento formado por v4vs.
Calculamos las cuatro
intersecciones y las
clasificamos a través de sus
parametros.

Dy = Vs, = vy =

~
|
|
w
~
|
=
o

>
Il
1



(3 - (1) / (-3 =
1,3333

Como t;,> 0, t,, < t;, 0 <

ts, ¥ s, < 1, €l segmento es 2% ERTTTR L ) I VS S5~ } ..

completa o parcialmente
visible en el rectangulo de
recorte. Como f,, < O,
agregamos el vértice inicial
del segmento, (3,0), a la lista

resultante que es ahora:

Q : { (-1,2), (3,3), (3,0),
(3,0), (3,0) }

Como tS1 < 1, calculamos
la interseccion:

X
=
I

Vot tg * (B By) =
0,75 * (-3,-4)
(0,75, -3)

w

N

o
I+

y lo agregamos a la lista
resultante, Q. La lista
resultante es ahora:

Q : { (_1/2)/ (3/3)/ (370)7 (370)1 (31

4,75, -3

1

te1 = 0,75

A1 vs =(0,-4)

Hio=13m
Figura 56 - Analizamos la cuarta arista del poligono

O)/ (01751 -3) }

Como tg_= 1, no agregamos un vértice de giro.
2

Analicemos el quinto segmento
formado por vsvg. Calculamos las cuatro
intersecciones y las clasificamos a
través de sus parametros.

Ay = Vg, — Vs, =-2-0=-2
Ay=v6y—v5y=—4— (-4) =0

te, = -

tez= (VBX_Xder) / -0, = (0 -3)/
-(-2) =-1,5

tg, = ==

ts, = —(Vs, = Xizq) / By = -(0 - (-1)
) / (=2) = 0,5

Aunque ts, > 0, ts <1,y por tanto, el
segmento no es visible en el rectangulo
de recorte. Como 0 < ts, < 1, agregamos
el vértice de giro, (-1,-3) a la lista
resultante, Q. La lista resultante es
ahora:

Q: { (=1,2), (3,3), (3,0), (3,0),
(3,0), (0,75, =3), (-1,-3) }

mmmffemman

Figura 57 - Analizamos la quinta arista del poligono



Analicemos el sexto segmento
formado por vgv7. Calculamos las cuatro
intersecciones y las clasificamos a
través de sus parametros.

Ay = vy = Ve = -3 - (-2) = -1

A, = vy, T Ve, = -1 - (-4) = 3

tel = (Ve, = Rger) / =By = (-2 -3)
/ =(-1) = -5

te7 = (7\76y =~ Ying) / _Ay = (-4 - (=3)
) / (=3) = 0,3333

tSl = —(‘\/'6X - xizq) /Dy = -( -2 - (1)
)y / (-1) = -1

t52 = _(ng - ysup) / Ay =-(-4 - 3)
/ 3 = 2,3333

Aunque ts, > 0, t5 <1, y por tanto, el
segmento no es visible en el rectangulo
de recorte. Como ts, > 1, no agregamos
un vértice de giro. La lista resultante
sigue siendo:

Q : { (-1,2), (3,3), (3,0), (3,0),
(3,0), (0,75, =3), (-1,-3) }

Analicemos el ultimo segmento
formado por v;v4. Calculamos las cuatro
intersecciones y las clasificamos a
través de sus parametros.

Ay = vy = vy = -2 - (=3) =1
Ay=vl—v7=l—(—l)=2

te, = (v7y - Ying) / by = (-1 - (=3)
)/ (=2) = =2

te, = (v, Rizg) / By = —( -3 - (-1)
) /1 = 2

ts, = —(V7y =~ Ysup) / A, = -(-1-23)
/ 2 = 2

t52 = (V7X - Xder) / _AX = (-3 -3)
/ (-1) = 6

Aunque ts, > 0, t,, 2 &5, y 0 < {5, el
segmento no es visible en el rectangulo
de recorte ni se agrega ninguna
interseccion, porque g, > 1. Como {, >
1, tampoco agregamos un vértice de
giro. La lista resultante sigue siendo:

%

wigq = -1

Figura 58 - Analizamos la sexta arista del poligono

Figura 59 - Analizamos la ultima arista del poligono



Q : f (_1/2)/ (3/3)1 (370)7 (370)7 (370)7 (0775! _3)1 (_11_3) }

Como existen puntos contiguos
repetidos en la lista de vértices del
poligono resultante, nos interesaria
eliminarlos. Al final, la lista resultante es:

(_112)/ (3/3)1 (310)1 (0775! _3)7
- }

(-1.2)

{-1,-3)

Figura 60 - El poligono resultante

Algoritmo

Presentamos el algoritmo detallado y optimizado para Recortar() basado en el algoritmo
presentado por Foley en su libro:

Poligono Recortar( Poligono P, Rectangulo R )
1. Crear Poligono: Resultado — vacio
2. P.Agregar( P.v[1l].x, P.v[1].y ) // Agregamos el primer vértice al final
3. Para: i « 1 hasta P.cantidad, repetir
4, dx « P.v[i+l].x - P.v[i].x
5. dy « P.v[i+l].y - P.v[i].y
6. Si dx >0, o Sidx =0 P.
7. Xo « R.uxy,

]
y v[i].x > R.xXg4.,, entonces
g
8. X5 « R.xXyop
9. Si no, entonces
10. %o « R.Xgey
11. x5 « R.Xj,q
12. si dy > 0, o 8i dy = 0 y P.v[i].y > R.yg,,, entonces
13. Ve < R.Vins
14. yg « R'Ysup
15. Si no, entonces
16. yo « R.ySup
174 Ys < R'Yinf
18. Si dx # 0, entonces
19. tX, « ( x5 - P.v[i]l.x ) / dx
20. Si no, compruebe Si R.X;,q < P.v[i].x < R.x4,,, entonces
21. tXg « =
22. Si no, entonces
23. tXg « -

s



24. Si dy # 0, entonces
25. t¥, « (yg - P.v[i]l.y ) / dy
26. Si no, compruebe Si R.y; ¢ < P.v[i].y £ R.yy,,, entonces
27. tYS — @
28. Si no, entonces
29. tYS — T
// Ordenamos los dos puntos salientes
30. Si tXg < tYg, entonces
31. tlg « tXg
32. t2g5 < tYg
33. Si no, entonces
34. tlg « tyg
35. t24 « tXg
36. Si t2, > 0, entonces // Calculamos t2,
37. Si dx # 0, entonces
38. tX, « ( x, - P.v[i]l.x ) / dx
39. Si no, entonces
40. tX, « -
41. Si dy # 0, entonces
42. tY¥, « ( yo - P.v[il.y ) / dy
43. Si no, entonces
44. tY, « -
45. Si tX_, < tY,, entonces
46. t2, « tY,
47. Si no, entonces
48. t2, « tX,
49. si tl, < t2,, entonces // El segmento no es visible

e

50. Si 0 < tlg £ 1, entonces // Agregamos un vértice de

giro
51. Si tX. < tY., entonces
52. Resultado.Agregar( Xy, Y. )
53. Si no, entonces
54. Resultado.Agregar( X, Yg )
55. Si no, entonces
56. Si 0 < tlg y t2, £ 1, entonces
57. Si 0 < t2., entonces // Agregamos una
interseccién

58. Si tX_, > tY_,, entonces
59. Resultado.Agregar ( X,
P.v[i].y + tX. * dy )
60. Si no, entonces
61. Resultado.Agregar( P.v[i].x
+ tY, * dx, y. )

62. Si no, entonces // Agregamos el vértice

inicial
63. Resultado.Agregar( P.v[i].x,
P.v[i]l.y )
64. Si tl, < 1, entonces // Agregamos una
interseccién

65. Si tXy < tY,, entonces
66. Resultado.Agregar( x

s’
P.v[i].y + tX; * dy )
67. Si no, entonces
68. Resultado.Agregar( P.v[i].x
+ tY, * dx, yg )

69. Si no, entonces // Agregamos el vértice
final
70. Resultado.Agregar( P.v[i+l].x,
P.v[i+l].y )



71. Si 0 < t24 £ 1, entonces // Agregamos un vértice de giro
72. Resultado.Agregar( Xg, Vg )

73. Terminar ( Resultado )

Agregar() se refiere a la operacion basica para agregar un punto al final de la lista de vértices
de un poligono.

Algoritmo de Weiler-Atherton

Este algoritmo se ided originalmente para determinar la visibilidad de poligonos. Sin embargo,
también sirve para determinar la interseccion de dos poligonos, lo que implica que este mismo
algoritmo se puede aplicar para recortar un poligono en un poligono de recorte. La ventaja de este
algoritmo, comparado con otros, es que sirve para recortar poligonos convexos o concavos en
cualquier poligono de recorte que también puede ser convexo o cdncavo; incluso acepta poligonos
con agujeros. El resultado de este algoritmo es uno o varios poligonos que representan las partes
visibles e interiores al poligono de recorte. Se supone, para cada poligono, una lista de vértices
ordenada en el sentido de las agujas del reloj para representar el exterior del poligono. Una
ordenacion en el sentido contrario de las agujas del reloj sirve para describir cualesquier agujeros
que contenga el poligono.

La estrategia se basa en recorrer los vértices y aristas del poligono a recortar que sean
interiores al poligono de recorte. Si la arista estda a punto de salirse del poligono de recorte,
entonces cambiamos el recorrido al poligono de recorte, para continuar con su lista de vértices y
aristas. Esto sugiere que debemos determinar todos los puntos de interseccién entre ambos
poligonos, teniendo en cuenta cuales son entrantes y cuales son salientes. Aplicamos las
siguientes reglas al llegar a un punto de interseccion en nuestro recorrido:

+ Entrante: Recorra el poligono a recortar.
« Saliente: Recorra el poligono de recorte.

Ambos recorridos se hacen en el sentido de las agujas del reloj.

Por lo tanto, el algoritmo se divide en dos partes principales consecutivas: el calculo de todas
las intersecciones y posteriormente el recorrido de todos los puntos, segun las reglas descritas
anteriormente, para generar los poligonos resultantes.

Para formar cada poligono recortado, comenzamos con un punto de interseccion entrante,
agregando los demas puntos recorridos segun las reglas establecidas hasta reencontrar ese
mismo punto de interseccion del comienzo, asi cerrando el poligono.

Como ocurre en el recorte, es posible que las aristas de ambos poligonos no se crucen y por
tanto no existan puntos de interseccion. Si esto ocurriere, tenemos tres posibles casos a
considerar segun el poligono a recortar, P, y el poligono de recorte, R:

* Pesinterior a R, por lo que el resultado es P.
¢ Resinteriora P o que es lo mismo, P engloba R, por lo que el resultado es R.

* Py R son poligonos que no se intersectan entre si, ni en las aristas ni en sus interiores y por
tanto no existe ningun poligono recortado resultante.

Ejemplo

Descripcion



Retomamos el mismo ejemplo del
método de Sutherland-Hodgman y
Liang-Barsky. Tenemos un poligono de
recorte, R, cuya lista de vértices es:

R : {
}

(_113)1 (313)1 (31_3)1 (_11_3)

Queremos uno varios poligonos, en
tal poligono de recorte, a partir del
poligono, P, descrito por la siguiente
lista de vértices:

Solucion

Creamos una lista de poligonos, Q,
que cada uno incluye una lista de
vértices para representar los poligonos
resultantes del recorte, inicialmente
vacia:

Q; : {1}

Antes de empezar el recorte de
nuestro poligono, calculamos todos los
puntos de interseccion. Como tenemos
que insertar estos puntos
correctamente en las dos listas de
vértices, P y R, para que ambas listas
sigan el sentido de las agujas del reloj.

Para realizar esta ordenacion,
calculamos 'y  guardamos sus
parametros del segmento, t.

Adicionalmente, necesitamos saber
cuales de estos puntos de interseccion
son entrantes (en rojo en la figura 62)
y cuales son salientes (en morado en
la figura 62). Los puntos son:

+y A

vg=(-2-4) v53(0-4)

Figura 61 - Ejemplo del Algoritmo de Weiler-Atherton

vy =(-3-1)

= (075, 3) Try = (3,-3)

Vg = ('21'4) V5 3 (01-4)

Figura 62 - Calculamos todas las intersecciones



i, = ( 0, 3) & t=0,6666 (saliente)
i, = (-1, 2 ) & t =0,3333 (entrante)
i; = ( 3, 0) & t=0 (entrante)
i, = (0,75, 3 ) & t =0,75 (saliente )

Insertamos estos puntos de interseccion correctamente en cada lista de vértices. iy e i, deben
insertarse correctamente entre los vértices P.v; y P.v,. Comparando los parametros de iy e i,
determinamos que el orden correcto es:

Vi i, i V2
(_211)/ (7172)/ <Ur'>! (174)
t£=0 t=0,33 t=0,66 t=1

El resultando de todas las inserciones correctas en las listas de vértices de ambos poligonos

P { (=2,1), (=1,2), (0,3), (1,4), (4,3), (3,0), (3,0), (0,75, 3), (0,-4), (-2,-4),

R: { (=1,3), (0,3), (3,3), (3,00, (3,=-3), (0,75, 3), (=1,=-3), (-1,2) }

Seguimos el recorrido, pero llegamos al punto i; que es saliente. Segun las reglas, debemos
cambiar de lista de vértices para continuar el recorrido en R. Agregando este punto i, por el
momento, Q, contiene la siguiente lista:

Q + { (-1,2), (0,3) }

Ahora, seguimos con el recorrido del +y A
poligono, R. Para ello, buscamos el
punto de interseccion saliente, iy, en la
lista de R. Recorriendo R, nos
encontramos con el vértice, R.r,, el cual
agregamos a Q. El siguiente punto es
una interseccion entrante, i3, por lo que
debemos cambiar a la lista de vértices
del poligono, P. Ahora la lista de
vértices, Qy, es:

Q= { (-1,2), (0,3), (3,3), (3,0) }

Figura 64 - Seguimos con el recorrido de R

Al saltar al poligono, P, buscamos el
punto de interseccion, i;. Siguiendo la
lista de P, a partir de i3 nos
encontramos con el punto de



interseccion  saliente, i;, el cual
agregamos a Q,. Como se trata de un
punto de interseccion saliente, debemos
cambiar a la lista de vértices del
poligono, R. Por ahora la lista de
vértices, Q, es:

Q; |

(=1,2), (0,3), (3,3), (3,0),
(0,75, 3) 1}

Con la lista de vértices, R, buscamos
el punto de interseccion, i,. Siguiendo la
lista de R, a partr de i, nos
encontramos con el vértice original, R.rs,
el cual agregamos a Q. El siguiente
punto en R es de interseccion entrante,
i1, que también se deberia agregar a Qy,
pero ya lo visitamos previamente; y por
tanto, se agregd en una etapa anterior
del algoritmo. Como se trata de un
punto de interseccion entrante,
debemos cambiar a la lista de vértices
del poligono, P. Terminamos la lista de
vértices, Q,, que queda asi:

01 : |

(-1,2), (0,3), (3,3), (3,0),
(0,75, 3 )

;o (=1,-3) }

Al terminar un poligono recortado,
volvemos a comenzar el algoritmo con
la lista de vértices, P. Buscamos el
siguiente punto de interseccion entrante
que no hayamos visitado, ni por lo tanto
hayamos agregado al poligono de

+y A

Figura 65 - Seguimos con el recorrido de P

+y A

iy = (0,75, 3)

Figura 66 - Seguimos con el recorrido de R



recorte, previamente. Como todos los
puntos entrantes han sido visitados y
usados anteriormente, finalizamos el
recorte, dando lugar al poligono
resultante, Q, que queda asi:

Q : { (-1,2), (0,3), (3,3), (3,0),
(0,75, 3 ), (-1,-3) } (-1,2)

{-1,-3)

Figura 67 - Poligono recortado, Q

Algoritmo

El algoritmo hace uso de cierta informacién que agruparemos en la siguiente estructura
especial, definida asi:

PuntoInfo

{
real t;
Punto vértice;
booleano entrante;

}

Esta informacion se asociara a los puntos de interseccion que calcularemos. Como el algoritmo
debe distinguir entre un punto original de un poligono dado y un punto de interseccién calculado,
agregaremos una propiedad a Punto llamada original; si es verdadero, entonces se trata de un
punto original, y falso indicara que es una interseccion. También agregamos otra propiedad a
Punto llamada visitado; si es verdadero, entonces hemos procesado este punto en el algoritmo de
la interseccion, y falso indicara que aun esta por procesar.

Presentamos el algoritmo para Recortar() que acepta cualquier tipo de poligono convexo o
coéncavo cerrado:

ListaPoligonos Recortar( Poligono P, Poligono R )
1. Crear ListaPoligonos: Resultado « vacia
P.Agregar( P.v[1] ) // Agregamos el primer vértice al final
R.Agregar( R.v[1] )
ExistenIntersecciones « Calcular Intersecciones( P, R )
Si ExistenIntersecciones = verdadero, entonces
6. Resultado « Intersectar( P, R, Resultado )

g W N



7. Si no, entonces
8. ContienePunto « Acepta( P, R.v[1] )
9. Si ContienePunto = verdadero, entonces
10. Resultado « R
11. Si no, entonces
12. ContienePunto « Acepta( R, P.v[1] )
13. Si ContienePunto = verdadero, entonces
14. Resultado < P
15. Si no, entonces
16. Resultado « vacia
17. Terminar ( Resultado )

Exponemos el algoritmo de Calcular_Intersecciones() para calcular los puntos de interseccion
de las aristas entre los dos poligonos. Simultaneamente, agregamos estos puntos de interseccién
a los dos poligonos. Adicionalmente indicamos cuales puntos son entrantes y cudles son
salientes.

booleano Calcular Intersecciones( ref Poligono P, ref Poligono R )
. ExistenIntersecciones ~ falso
5 AHP.VI
. B « Siguiente Original( P, A )
. Mientras que, B # P.v;
5. C « R.v;
6. D « Siguiente Original( R, C )
7. Mientras que, D # R.v;, repetir
8. Ey = Calcular Parémetro( A, B, C, D)
9. Bl 0 € < 1, entonces
10. t, « Calcular Parametro( C, D, A, B )
11. si 0 £ t, £ 1, entonces
12. ExistenIntersecciones ~ verdadero
13. nuevo.vértice « A + tp*(B—A)

S w N

14. nuevo.vértice.original ~ falso

15. nuevo.t « tp

16. nuevo.entrante « Es Entrante( A, B, C, D)
17. Insertar( P, A, B, nuevo )

18. nuevo.t « t,

19. Insertar( Q, C, D, nuevo )

20. C « D
21. D « Siguiente Original( R, C )
22. A - B

23. B « Siguiente Original( P, A )
24 . Terminar ( ExistenIntersecciones )

El algoritmo de Siguiente_Original() requiere un poligono y un punto que pertenece a tal
poligono. Recorrera todos los puntos en busca del siguiente que es un vértice - un punto original
del poligono.

Punto Siguiente Original( Poligono P, Punto A )
1. Resultado « P.Siguiente( A )
2. Mientras que, Resultado.original = falso, repetir
3. Resultado « P.Siguiente( Resultado )
4. Terminar ( Resultado )

Hacemos uso del algoritmo basico Siguiente() que obtendra el siguiente vértice en la lista que
forma el poligono.



El algoritmo para Calcular_Parametro() requiere los puntos extremos de cada segmento para

calcular el valor del parametro del primer segmento del punto de interseccion de ambos
segmentos.

real Calcular Parametro( Punto PO, Punto P1, Punto Q0, Punto Q1 )
1. N« (Q0, - 0l,, Ql, - QO0, )
2. numerador « N:(PO - QO0)
3. denominador — -N-(P1 - PO0)
4. Si denominador # 0, entonces
5. t « numerador / denominador
6. Si no, entonces
T. €« o
8. Terminar( t )

He aqui el algoritmo de Es_Entrante(), que determina si el segmento, descrito por el vector U,
es entrante (verdadero) al cruzar la arista descrita por el vector V. Esto implica que su punto de
interseccion, tambié es entrante.

booleano Es_Entrante( Vector U, Vector V )
1. N« (-v, V
2. denominador — N-U
3. Si denominador < 0, entonces
4. Terminar ( verdadero )
5. Si no, entonces
6.Terminar ( falso )

3

El siguiente algoritmo describe Insertar(), que acepta un poligono, dos puntos extremos de una
arista, y el nuevo punto a insertar correctamente.

Insertar( ref Poligono P, Punto A, Punto B, PuntoInfo nuevo )
1. Actual « A
2. Sig « P.Siguiente( A )
3. terminar ~ falso
4. Mientras que, terminar = falso y Sig.original = falso, repetir
5. Si nuevo.t < Sig.t, entonces
6. P.Insertar Nuevo( Actual, nuevo )
7. terminar ~ verdadero
8. Si no, entonces
9. Actual «~ Sig
10. Sig « P.Siguiente( Actual )
11. Resultado « P.Siguiente( Resultado )
12. P.Insertar Nuevo( Actual, nuevo )
13. Terminar

El algoritmo basico del poligono, Insertar_Nuevo(), sirve para agregar un nuevo punto a ello,
justo después del punto indicado.

Exponemos el algoritmo de Intersectar() para determinar los poligonos de interseccion entre
dos poligonos dados.

ListaPoligonos Intersectar( Poligono P, Poligono R )
1. Crear ListaPoligonos: Actual « { P, R } // Actual[l] = P, Actual[2] = R
2. Crear ListaPoligonos: Resultado — vacia
3. Crear Poligono: Auxiliar « vacio



4. indice « Buscar Punto Entrante No Visitado( P )
5. Mientras que, indice > 0, repetir
6. n <« 1
7. Mientras que, Actualln].v[indice].visitado = falso, repetir
8. Actual[n].v[indice].visitado = verdadero
9. Auxiliar.Agregar( Actual[n].v[indice].vértice )
10. Si Actual[n].v[indice].original = falso, entonces
11. Si Actualln].v[indice].entrante = falso, entonces
// Cambio de poligono
12. n_ant « n

13. Si n = 1, entonces
14. n « 2

15. Si no, entonces
16. n « 1

17. indice < Buscar Punto( Actual[n],
Actual[n_ant].v[indice].vértice )
18. indice « indice + 1
19. Si indice > Actual[n].Cantidad Vértices(), entonces
20. indice ~ 1
21. Resultado.AgregarPoligono( Auxiliar )
22. Auxiliar.Vaciar ()
23. indice ~ Buscar Punto Entrante No Visitado( P )
24. Terminar ( Resultado )

He aqui el algoritmo de Buscar Punto_Entrante_No_Visitado() para encontrar el punto
entrante sin marcar como visitado del poligono dado. El algoritmo retornara el indice al punto
encontrado o 0 (cero), para indicar que no existe ninguno.

entero Buscar Punto Entrante No Visitado( Poligono P )

1. Para: indice « 1 hasta P.Cantidad Vértices(), repetir
2. Si P.v[indice].original = falso y Si P.v[indice].entrante =
verdadero y Si P.v[indice].visitado = falso, entonces

3. Terminar( indice )
4. Terminar( 0 )

Presentamos el algoritmo de Buscar_Punto() para encontrar el punto indicado en el poligono
dado. El algoritmo retornara el indice al punto encontrado o 0 (cero), para indicar que no se
encontro.

entero Buscar Punto( Poligono P, Punto I )
1. Para: indice « 1 hasta P.Cantidad Vértices(), repetir
2. Si P.v[indice] .vértice = I, entonces
3. Terminar( indice )
4. Terminar( 0 )

Observaciones

Para aquellas implementaciones del algoritmo de Sutherland-Hodgman para hardware,
podemos descomponer este algoritmo en varias etapas. Cada etapa manipula un vértice para
cada arista y asi no tenemos que usar una lista de vértices intermediaria. Esta mejora se puede
conseguir con un procesamiento paralelo o con un solo procesador configurado por etapas. Si un
vértice es validado al terminar todas las etapas de recorte, entonces se agrega a la lista final de
vértices. De lo contrario, el vértice no continda en el procesamiento.

Una mejora del algoritmo de Weiler-Atherton es mantener una lista de puntos entrantes, en
lugar de buscarlos en el poligono a recortar. Dejamos su implementacion como un ejercicio.
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También podemos usar este algoritmo para conseguir la unién de dos poligonos. En lugar de tratar
los puntos de interseccion entrantes como el principio del poligono resultante y los salientes para
alternar entre poligonos, invertimos esta logica. Tratamos los puntos de interseccion entrantes
para alternar entre poligonos y los salientes como el principio del poligono resultante. También
dejamos esta implementacién como un ejercicio.

Concluyendo, el algoritmo de Nicholl-Lee-Nicholl es actualmente el mejor de los algoritmos de
recorte de segmentos que hemos tratado. Los algoritmos de Liang-Barsky y Cohen-Sutherland
siguen siendo populares, y en este ultimo caso, el algoritmo es muy facil de implementar. Estos
tres algoritmos se basan en un rectangulo vertical de recorte. El algoritmo de Cyrus-Beck se basa
en un poligono convexo de recorte, pero requiere varios calculos costosos en comparacion con los
algoritmos anteriores. Para los algoritmos de recorte de poligonos, los algoritmos presentados son
faciles de entender y de describir, pero no son recomendados porque requieren varios calculos, y
ademas existen otros algoritmos de mejor rendimiento.

Volviendo a nuestro esquema de las etapas del procesamiento de datos geométricos a colores
asignados a cada pixel de la pantalla o puntos de impresion en papel, agregamos el proceso de
recorte como una nueva etapa. Nuestro esquema es ahora el siguiente:

Vértices —m» Transformacion — Vista —» Recorte —b= dC:rI]EVs?:rasllwc:eno —» Pixeles

Figura 68 - Procesamiento Geométrico
Ejercicios
Enlace al paquete de este capitulo.

1. Como mencionamos en la explicacion del algoritmo de Cohen-Sutherland, podemos
mejorarlo un poco para que no recalcule la pendiente de la interseccion en cada iteracion.
a. Implemente el algoritmo original,
b. Implemente otra version del algoritmo con la mejora mencionada, y
C. Escriba un programa para comparar el rendimiento de ambos algoritmos. Para el
programa, cree aleatoriamente varios segmentos - decenas de millares - para pasarlos
por los dos algoritmos de a) y b) para ser recortados. Cronometre los procesamientos de
ambos algoritmos y muestre los resultados de la comparativa.

2. Optimice el algoritmo de Nicholl-Lee-Nicholl para reusar multiplicaciones y restas y asi no
hay que invocar a lzquierda(), ni a Derecha(), ni tampoco a Interseccion_Vertical() ni a
Interseccién_Horizontal(). Por ejemplo, en el algoritmo de Recortar_Interior(), podemos
sustituir el comienzo con los siguientes pasos, para no tener que usar Izquierda():

2. QPX « Q.x - P.x
3. QPY « Q.y - P.y
4. A « R.xj,4 - P.x
5. B« R.ygyp = Py
6. Si A*QPX + B*QPY > 0, entonces
3. Implemente las mejoras mencionadas anteriormente para el algoritmo Weiler-Atherton.

Cree otra lista de puntos, o referencias a los puntos, para guardar las intersecciones
entrantes, que previamente hemos calculado. Esta lista contendra menos puntos que la lista
de los vértices originales y puntos de interseccién. Ahora, s6lo tendremos que consultar esta
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lista, en lugar de buscar las intersecciones entre todos los puntos, para conseguir aquellas
intersecciones entrantes aun sin visitar.

4, Como mencionamos anteriormente, podemos usar el algoritmo de Weiler-Atherton para el
modelado. Con las operaciones basicas de conjuntos - unién, interseccion, y diferencia -
podemos construir nuevas figuras geométricas a partir de dos figuras basicas, como minimo.

B
A

Ejercicio 4 - Poligonos Ay
B

o A U B. Para la unidén, buscamos cualesquier intersecciones entre los dos poligonos A
y B. Comenzamos con el recorrido de A, el poligono a recortar, o de B, el poligono de
recorte. Cambiamos de poligono al encontrarnos con intersecciones.

Ejercicio 4 - Union de A
y B

° A N B. La interseccion es justamente el algoritmo original de recorte de Weiler-
Atherton. Recorremos el poligono A al encontrarnos con las intersecciones entrantes y
recorremos el poligono B al encontrarnos con las intersecciones salientes.

B
A

Ejercicio 4 - Interseccion
de AyB

o A - B. Para la diferencia, comenzamos con el poligono A y eliminamos partes de ello
con el poligono B. Usando el algoritmo de Weiler-Atherton, recorremos el poligono A al
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encontrarnos con las intersecciones salientes y recorremos el poligono B al encontrarnos
con las intersecciones entrantes.

B

Ejercicio 4 - Diferencia de
AyB

Cree un programa que permita al usuario generar poligonos con estas operaciones.



Apéndice 1: Geometria

Daremos un repaso general de la geometria, haciendo hincapié
en la trigonometria.

Definiciones

Triangulo: Poligono cerrado de tres angulos, y por tanto con tres
lados.

» Rectangulo: Triangulo que tiene un angulo recto; o sea, de 90°.
Cada lado que forma el angulo de 90° se llama cateto y el lado,
que une los catetos, se llama hipotenusa. La hipotenusa es
siempre mayor que cualquiera de los dos catetos.

» Isdsceles: Triangulo que tiene dos lados de igual longitud y por
tanto, dos de los angulos son iguales.

o Equilatero: Triangulo que tiene los tres lados de igual longitud al
igual que sus tres angulos: 60°.

Cuadrilatero: Poligono cerrado de cuatro lados.

e Paralelogramo: Un cuadrilatero cuyos lados opuestos son
paralelos y de igual longitud.

 Rombo: Un paralelogramo cuyos lados son de igual longitud.

e Rectangulo: Un paralelogramo cuyos lados forman angulos
rectos (90°).

e Cuadrado: Un rectangulo cuyos lados miden la misma longitud.

Geometria General

Lineas Rectas



Ecuaciones

Ecuaciones para una linea recta:
Y=Yp = m (X-Xq),

Esta ecuacion describe una linea recta que pasa por el punto
(Xo, ¥Yo)» con una pendiente m. Resolviendo para y, obtenemos la

siguiente ecuacion:

y =m x + b,

En esta ecuacion, se describe una linea recta, con una pendiente
m, que corta el eje Y (la ordenada) en el punto (0, b), y corta el eje X
(la abscisa) en el punto (-b/m, 0).

Si x es una constante, x., entonces nuestra ecuacion describe

una linea recta vertical:

Si y es una constante, y., entonces nuestra ecuacion describe
una linea recta horizontal:

Y = Yc
Propiedades entre dos lineas rectas

Dos lineas rectas son coincidentes, cuando una linea sobrepone
a la otra. Dicho de otro modo, todos los puntos de ambas lineas son
comunes entre si.

Dos lineas rectas son paralelas, cuando una linea no cruza la
otra. Dicho de otro modo, no existe un punto comun para ambas
lineas.

Dos lineas rectas son perpendiculares, cuando una linea corta la
otra formando un angulo recto (90°).

Dos lineas rectas son oblicuas, cuando las lineas que intersectan
no son perpendiculares.



Trigonometria

Para un triangulo rectangulo, se
establecen las siguientes formulas:

hipotenusa2 = (catetol)2 +

2

(cateto,) (Teorema de

Pitagoras)

cateto opuesto

sen X = ————————————————
hipotenusa
cateto contiguo
COS X = —————————————————
hipotenusa
cateto opuesto
tg x = ——————mm—m——————

cateto contiguo

calelay

-

hinatenusa

catefas

Triangulo rectangulo

Sean a, b, y c las longitudes de
cada lado de un triangulo arbitrario
y sean A, B, y C los angulos
opuestos a los lados mencionados
respectivamente, se establecen las
siguientes féormulas:

c? =a’ +b?> -2 abcosC
(Ley de cosenos)

sen A sen B sen C
——————— = ——————— = —————— (Ley
de senos)

a b c

Triangulo arbitrario

Formulas generales - Identidades:

cos (-x) =

H sen(-x) = -sen x

CoOs X H



tg x = ——————-
cos x
1
1 1 cos x
cotg x = —==——-- = -
cosec X = —————--— sec X = -———--—— |~~~
sen x cos x
tg x
sen x
2 _ 2
sen® x + cos? x =1 tg? x + 1 = sec? x 1 + cotg i cosec
tg x + tg
sen (x+y) = sen (x) cos (x+y) = cos (x) y
cos (y) + cos(x) cos (y) - sen(x) tg(xty) = ———=—————-
sen (y) sen(y) || ————————=
1 - tg(x)
tg (y)
sen 2x = 2 sen (X) cos 2x = cos? x -
cos (x) sen® x
sen?(x/2) = (1 - cos |lcos?(x/2) = (1 + cos
x) / 2 x) / 2




Apéndice 2: Vectores

Los vectores sirven para agrupar valores numeéricos ordenados linealmente. Los
vectores tienen ciertas propiedades matematicas que pueden resultar en calculos mas
rapidos. Para la teoria de graficos, usamos vectores en la representacion de ciertos
objetos y conceptos descritos por su orientacién - vector - y un punto - localizacion.
Generalmente, usaremos vectores de 4 elementos, para describir la orientacién de
ejes de un sistema de coordenadas o incluso la orientaciéon de la camara de una
escena, por ejemplo.

Definiciones

Un vector es un conjunto de elementos que geométricamente describe un
segmento orientado. Este segmento conlleva suficiente informacién para conocer la
orientacion, direccion, y su magnitud (o longitud). Visto de otra manera:

v = ( Vi, Vo, V3, Vg, wy Vg )

Aqui v es un vector de dimensién (u orden) n, ya que tiene n elementos o
componentes.

Para obtener un vector, requerimos dos puntos, ya que un vector es al fin y al cabo
un segmento. Las coordenadas de ambos puntos se restan para calcular el vector.
Esto es, tenemos los dos siguientes puntos:

A = ( dyy dpy, dzy dgy ey ap )
B = ( by, by, by, by =, b, )

Para conseguir un vector desde el punto A al punto B, realizamos la siguiente
operacion:

v=B-A= ( b1'a1, bz'az, b3'a3, b4'a4, veny bn'an ) B
Podemos ver el resultado graficamente en la Figura 1: A.//E/'.
Orientacion Figura 1 - Vector

También obtendremos un vector desde B hasta a A. Sin embargo, la orientacion o
el sentido del vector w es contraria a la del vector v. El vector se obtendria de esta
manera:

B

A
w=A-B = ( a;-b;, a,-b,, as-bs, as-bs, .., a,-b, ) A/



Podemos comparar graficamente la diferencia de cada Figura 2 - Vector
vector viendo la Figura 2:
Por lo tanto, tenemos que,

w = -V
El signo negativo para vectores significa que el vector tiene una orientacién o
sentido contrario.

Pendiente

Un vector tiene direccion que es lo mismo que la pendiente. Como un vector
contiene la diferencia entre las coordenadas de dos puntos, entonces podemos
calcular facilmente la pendiente. Usamos la siguiente formula para vectores en 2D:

v = (v, vy)
m=v, / v,
Moédulo

Un vector también tiene longitud o magnitud, llamado médulo del vector. ésta se
calcula de la siguiente manera usando el teorema de Pitagoras:

v = ( Vi, Vy, V3, Vg, wy V)

Ivli? = (v)2 + (v))2 + (v3)2 + (v 2 + . + (v
Si un vector tiene como modulo 1, entonces se trata de un vector unitario.
Vector Nulo

Hay que hacer mencién del vector cero, 0, el cual se define asi:

o= (60, 0, 0, .., 0)

Este vector simplemente no tiene ni direccion, ni por tanto orientacion, pero tiene
magnitud O (cero). Por estas razones, se le suele llamar el vector nulo.

Equivalencia

Dos vectores son iguales si sus componentes homaologos son iguales. Expresamos
este concepto de esta manera:

u = ( uy, Uy, Uz, Ugy s Uy )
v = ( Vi, Vo, V3, Vg wy V



si y sélo si,

u, = Vi
U, = V,
Uz = V3
Uy = Vyu
u, = V

n n

Los vectores iguales entre si tienen la
misma direccién, orientacion, y magnitud.
Esto implica que los vectores son
paralelos entre si. Esto se puede apreciar
geométricamente en la Figura 3.

Ejemplos

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1

Calcule el vector PQ, su modulo, y la
pendiente m a partir de estos dos puntos:

P=(‘2,8)y Q=(4I_4)

Solucion

Calculamos el vector PQ,

PQ = Q-P= (4, -4) - (-2, 8) =1(4-(-2),

La pendiente m es:

+y A

%

/

B .
/é ' v/v g

Figura 3 - Equivalencia

—
L
=
&
i

Figura 4 - Ejemplo 1 Vectores



m=-12 / 6 = =2

1+ A
El modulo del vector v es: P (-2,8)
’ 8
IPQI = N ( 6% + (-12)? ) = V( 36 + 144 )
=+ 180 = 13,4164
PQ = (6,-12)
| PQ| = 13,4164 )
_Z \. -
+x
S\
Q(45'4)
m=-2

Figura 5 - Ejemplo 1 Solucion

Ejemplo 2

Determine las coordenadas del punto B,
dada la siguiente informacion:

e ElpuntoA=(2,-1)y B pertenecen a
la misma linea recta
e La pendiente de tal lineaes m =0,75
« El punto B se encuentra en el tercer | vl|=5
cuadrante y a 5 unidades del punto A /z/;' B=>? -
%
A2
v=71

m =075

Figura 6 - Ejemplo 1 Vectores

Solucion

Vamos a intentar calcular el vector AB, para ver hasta donde podemos llegar y asi
ver qué informacién nos hace falta.

V=AB=B—A=(XIY)_(21_1):(X_2Iy+1)



O sea, tenemos lo siguiente: A
vo= (Vg vy) = (x-2, yt1 ),
esto implica que,
v, = X-2 || v" =5
42

v, = y+1

7 }/;. 88,3 .
A 8B

-1
B (-2-4) ¢, v=14-3)

Obviamente, necesitamos determinar
los valores de x e y que forman las
coordenadas del punto B.

Como nos dan la pendiente m,
usaremos su formula: m =075

m=v, /v, = 0,75=v,/ v, =
v, = 0,75 v, . . 0z
Figura 7 - Ejemplo 2 Solucién

También nos dan la distancia entre
ambos puntos: 5. La distancia es en realidad el mddulo del vector v, la cual

conocemos su férmula:
) 2

Ivl? = (v,)? + (v,

Con la informacién dada, tenemos que,

52 = (v,)? + (v,)?

Sustituimos los componentes del vector v con la ecuacion que obtuvimos - basada

en la pendiente. Esto es,
25 = (v, )2 + (0,75 v,)? = 25 = (v,)? + 0,5625 (v,)? = 25 =1,5625 (v,)? =

X X
V16 = v, = v, =4

X

Volvemos a la ecuacién de la pendiente para averiguar v,,

vy = 0,75 v, = 0,75*4 = 3

Ahora, sustituimos los componentes del vector v en las primeras ecuaciones que
obtuvimos. Esto es,

xX-2 = X =6
ytl = y = 2

v, = x-6 = 4
v, = y-3 =

Por lo tanto, el punto B = ( 6, 2 ). No obstante, se nos olvida el ultimo dato
importante: el punto B se encuentra en el tercer cuadrante. Revisando las
coordenadas que hemos calculado, vemos que el punto ( 6, 2 ) pertenece al primer
cuadrante y no al tercero. Recordamos, que un vector tiene orientacion y por tanto es
posible que estemos ante un vector con un sentido contrario al que pensabamos.



Esto es posible ya que calculamos la pendiente basandonos en que los componentes
del vector eran ambos positivos, pero también puede darse el caso de que ambos
sean negativos. Esto es,

m=-v,/ -v, = 0,75 =-v, / -v,

Por consiguiente, tenemos que,

Esto implica que,

v, = x-2 = -4 =x-2 = x = -2
yvtl, = -3 =y+l = y = -4

<
Il

Consecuentemente, nuestro punto B = (-2, -4 ) es el que se nos pide ya que yace
en el tercer cuadrante.

Operaciones de Vectores

Existen cuatro operaciones de vectores basicas: multiplicacion escalar-vector,
suma vector-vector, resta vector-vector, producto escalar, y producto vectorial.

Multiplicacion Escalar-Vector

Es la multiplicacién del escalar s por cada elemento del vector v.

sv =15 * ( Vv, Vo, V3, Vg, wy, Vg ) = ( 8Vq, SVy, SV3, SV4, .., SV, )
Este tipo de multiplicacidn tiene las siguientes propiedades:

e conmutativa: sv = vs
 asociativa: s(tv) = (st)v
e distributiva: (s+t)v = sv + tv

Como el escalar s modifica todos los elementos de un vector igualmente, entonces
el vector en si cambia proporcionalmente. Esto implica que la direccion no varia, pero
posiblemente si su orientacion y magnitud. Veamos los casos:

Condicién Efecto Ejemplo
Sis>1 el mddulo de v aumenta A

2v
Figura 8 - s>1

Sis=1 vnovariay por tanto, su médulo
tampoco



v

&
1v
Figura 9 - s=1
Si 0 <s < el moédulo de v disminuye v
1 —i—p
0,5v

Figura 10 - O<s<1

Sis=0 v=0yportanto, su médulo es 0 A
*—
0
Figura 11 - s=0
Sis<0 el mddulo de v varia segun la cantidad A
de s, pero su signo hace invertir la - Py .
orientacion o sentido del vector v 2y

Figura 12 - s<0

Suma Vector-Vector

Se suman los elementos correspondientes de los dos vectores. La suma sélo se
puede hacer si los dos vectores son del mismo orden o dimension: el numero de
elementos es el mismo para el vectoru y v:

u+ v = (uy, uy, uz, Uz .., U, ) + ( Vy, Vy, V3, Vg, wy V, ) =
(utvy, u,tv,, uztvy, uyztvy, .., u,tvy )

La suma de vectores acepta las propiedades:

e conmutativa:u+v=v+u
e asociativa:u+(v+w)=(u+v)+w
« distributiva (con escalares): s(u + v) = su + sv

Por supuesto, todos los vectores han de ser de orden n.

Geométricamente, el resultado de la suma de vectores es otro vector llamado el
vector resultante. Como los vectores no estan fijados a un punto, podemos "mudarlos"
a nuestro antojo. Si colocamos uno de los vectores para poder encadenarlo a nuestro
otro vector sumando, observamos que el resultante forma un triangulo junto con los
otros dos sumandos. La forma de encadenar los vectores es colocando la cola de un
vector sobre la cabeza de otro. Esto se puede comprobar en las Figura 13y Figura 14.



+y A +y A
v
wW=u-+v v
" > >
u
Figura 13 - Vectoresuy v Figura14 -w=u+v
Resta Vector-Vector
Se restan los elementos A
correspondientes de los dos vectores.
Como en la suma, la resta de dos vectores
solo es posible si ambos son del mismo "
orden. Esto es,
u-v-=
-V

Figura15-w=u-v

(uy, Uy, Uz, Uy, oy Uy ) — ( Vy, Vy, V3, Vgy oy V) =
(u;-Vvy, U,-Vy, U3~V3, Uy~Vyg, .., U=V, )

La resta entre vectores realmente es la suma del minuendo y el sustraendo en
forma negativa. Esto es,

u-v=u-+ (-v)



Analizando esta operacion a través de la geometria, vemos que implementamos la
misma técnica de encadenar los vectores. Sin embargo, al tratarse de una suma pero
con el vector sustraendo en el sentido contrario, encadenamos este vector negativo.
Esto se puede ver mejor en la Figura 15.

Producto Escalar

Esta operacion nos da como resultado un escalar que tiene relacion con la
magnitud de un vector resultante de dos vectores. El producto escalar se realiza
multiplicando los componentes homdélogos de ambos vectores y luego sumando tales
productos. Por lo tanto, si tenemos que,

u = ( ulr U.2, u3r U4, (4 un )

v = ( Vi, Vo, V3, Vg, wy Vg )

entonces su producto escalar es,

uv = uvy t U,vy, + uszvy + uvy + .0+ ugvy,
El producto escalar tiene las siguientes propiedades:

e uu = llul®

® u( vtw ) = uv + uw
® (su)'v = s(uv) = u(sv)

Si a es el angulo entre dos vectores, u y v, entonces tenemos que,

uv = llul vl cos « +y A

A
Esto implica que existe una relaciéon

entre el angulo a y el producto escalar. Con W
ambas férmulas, podemos descubrir el
angulo a entre dos vectores. Esto se ve
claramente en la Figura 16. /T

Podemos deducir los siguientes casos:

e u-v=0 implica que el angulo a = a/2
(90°) y por tanto, uy v son
perpendiculares. Se dice que uy v
son ortogonales. Si, ademas de ser
ortogonales, u y v son vectores
unitarios (de médulo 1), entonces
decimos que los vectores son
ortonormales.

Figura 16 - Producto Escalar



e Sielanguloa=0(0°) 6 a=1(180°), entonces uy v son paralelos.

Aplicando la ley de cosenos, para triangulos,
c?=a®> +Dp° -2 ab cos «a

observamos la siguiente férmula:

w2 = lual? + lIwl?2 = 2 lull vl cos «
Esto implica que,

Iwl? = lal® + vl - 2 uv

Producto Vectorial

Esta operacion sirve para determinar un nuevo vector que es perpendicular -
ortogonal - a ambos vectores operandos. Dados dos vectores no paralelos, u y v, en
un espacio tridimensional, el producto vectorial dara un tercer vector, w, que es
ortogonal a ambos. Debemos tener:

w-u=w-*-v-=20

Tenemos dos vectores de tres elementos, u y v, definidos de la siguiente manera:
u = (u;, u,, uz)
v = (v, Vy Vi)

Definimos el vector w como el determinante con estos elementos:

i3 x|

\
W=1uXxvVv =] U U Uz | = (uyvy = usvy)i - (uvsy - usvy)j + (uvy, - uy,vy)k
| vy vy v |

Aqui i, j, y k representan los vectores unitarios: (1, 0, 0), (0, 1, 0), y (O, 0, 1),
respectivamente. Observamos que i es el vector con la misma direccién que el eje X,
con el sentido positivo, y tiene como longitud 1. Lo mismo ocurre con los vectores j y
k.

Podemos reescribir el resultado del determinante, que es el vector w:

w = ( Uyv3 - U3Vy, U;V3 — U3V, UV, — Uy,v; )
El producto vectorial tiene las siguientes propiedades:

®* uxu=ux0=0xu=0

® uxv-=- (vxu)
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® u (vxw ) = (uxvwv) w
® ux (vxw)= (u w) Vv- (u vV ) W
® (su) xv=ux (sv) =5 (uxw),

donde s es un numero real: un escalar.

o lu x vlZ = llull® vl - (u - v)?

Como se puede apreciar en la primera propiedad, el orden de los operandos para
el producto vectorial influye en el vector resultante. Sin embargo, la Unica diferencia
entre los dos posibles vectores, es un cambio de sentido; es decir:

uxvs=- (vxu)
Existe otra propiedad con el médulo del producto vectorial:

la x vl = llull * lwl * sen «

donde a es el angulo formado entre los vectores u y v.
Dicho lo anterior, podemos deducir los siguientes casos:

®* uxv=20

implica que el angulo a = 0 (0°) 6 a = 1 (180°) y por tanto, u y v son
paralelos.
e Siel angulo a = 11/2 (90°), entonces u y v son perpendiculares.

Ejemplos

Dados los vectores: u = (-3,5, 1) y v ={(4, -2, -1), determine el producto
vectorial tanto de u x v como de v % u, y el angulo entre ambos vectores, usando el
modulo del producto vectorial.

Il i 3 k|
w =uxv=| -3 5 1 |
| 4 -2 -1 |
= (5*%(-1) - 1*(-2))i - ((=3)*(-1) - 1*4)3j + ((-3)*(-2) - 5*4)k
= -31i + j - 14k
Il i 3 k|
w' = v x u=| 4 -2 -1 |
| -3 5 1 |
= ((=2)*1 - (-1)*5)i - (4*1 - (-1)*(=3))3 + (4*5 - (-2)*(-3))k

=3i -3 + 14k
Como podemos observar w = -w’, por lo que llwll = lw’ll :

lwll = v( (-3)%2 + (1)? + (-14)% ) = V206 = 14,3527 unidades



Ahora podemos averiguar el angulo a que forman estos dos vectores:

lull = V( (-3)% + (5)2 (1)2 ) =35 = 5,9161 unidades
vl = Nv( (4)2 + (-1)2 + (-1)2 ) = V18 = 4,2426 unidades
la x I 14,3527
sen a = —----—--- = - 0,5718
lhall Il 5,9161 * 4,2426

o = sen’! 0,5718 = 0,6087 radianes = 34,88°

Otras Operaciones
Aqui presentamos otras cuatro operaciones asociadas a vectores.

Combinacion Lineal

Se trata de obtener un vector a partir de una combinacién de otros n vectores uy,
Uy, U3, Uy, ..., U, Y UNn conjunto de n escalares a4, a,, as, ay, ..., a,. Esto es,

u = a;u; + ayu, + asuz + azu, + .. + ajuy

Si el unico conjunto de escalares tal que,

aju; + a,u, + asuz + azuy + .. + au, =0

es

a1:a2:a3:a4:...:an

entonces se dice que estos vectores son linealmente independientes. Dicho de
otra manera, si u no puede ser representado usando una combinacién lineal de otros
vectores, entonces son linealmente independientes.

La mayor cantidad de vectores linealmente independientes que podemos encontrar
para un espacio indica la dimension de ese espacio. Por ejemplo, si tenemos tres
vectores linealmente independientes entre si, entonces ese espacio es tridimensional,
ya que todos los vectores en ese espacio pueden ser representados por estos tres
vectores linealmente independientes.

Base de vectores

Si un espacio vectorial tiene n dimensiones, entonces cualquier conjunto de n
vectores linealmente independientes forma una base. Tipicamente usamos una base
de vectores para describir un sistema de coordenadas si estos vectores son
perpendiculares entre si. Esto implica que tales vectores y la base son ortogonales.



Digamos que tenemos el conjunto de vectores vq, V,, V3, Vg4, ..., V, que forma una
base de vectores. Podemos representar cualquier vector v Unicamente como una
combinacion lineal de esta base de vectores. Esto es,

v = byvy + byvy, + byvy + byvy + .0+ byvy,

donde by, by, bs, by, ..., b, son escalares.
En la practica, escribimos los vectores unitarios que forman la base del plano
cartesiano asi:

iy j para R?, e
iy j para R3

Nota: Los ingenieros escriben tales vectores con un circunflejo: 1, j, y k.
Proyeccion

La proyeccion nos ayuda para determinar la longitud (escalar) de la proyeccién
perpendicular de un vector a sobre la linea recta determinada por un vector b.
También podemos hablar del componente de a sobre b como la proyeccion. Esto se
puede calcular geométricamente de esta manera:

compy, a = llall cos «

La expresion a la derecha del simbolo de igualdad se parece mucho a la definicion
del producto escalar. Por lo tanto, podemos reescribir la férmula anterior de esta
manera:

llall lIbll cos o a'b

El resultado es positivo si el angulo 0 < a < 11/2 y negativo si a > 11/2.

Ya que la proyeccion nos da la longitud de la proyeccidén, podemos averiguar los
vectores componentes de a sobre b. Esto es, podemos averiguar los vectores
paralelo, a;, y perpendicular, a,, de a con respecto al vector b. Algebraicamente,

tenemos que,

b
a) = (comp, a) —---

bl
a, = a - a

Ejemplos



Algunos ejemplos acerca de estas operaciones son:

Ejemplo 1
Dados los siguientes vectores: +y A
u= (-3, 2)
v= (-1, 0)
w=( 3, -2) u=(-3.2)

a. Determine cuales de estos vectores son
linealmente independientes entre ellos.

b. Averigue cuales de estos vectores
forman una base.

c. Represente el vector que no es
linealmente independiente y que no
forma una base en términos de la base
averiguada del apartado b).

Figura 17 - Ejemplo 1

Solucion

a. Comprobamos la combinacién lineal de cada pareja de vectores por
independencia lineal.
Veamos la parejauy v,

o

=au+ b v;
(0, 0)=a (-3, 2) +Db (-1, 0) = ( -3a-b, 2a)

Por lo que tenemos,

0 = -3a-b
0 = 2a = a=0 = b=20

Concluimos que u y v son linealmente independientes.
Ahora comprobamos la parejauy w,

0 =au+ b w;
(0, 0) =a (-3, 2) +Db (3, -2) = ( -3a+3b, 2a-2b )

Por lo que tenemos,

0 = -3a+3b
0 = 2a-2b



Esto implica que, a = b y por tanto, no existe una unica solucion.
Estos dos vectores son linealmente dependientes.
Por ultimo, revisemos la parejav y w,

av + b w;

0 =
(0, 0) =a (-1, 0) + b (3, -2 ) = ( -at+t3b, -2b )

Por lo que tenemos,

0=-at3b = a =0
0= -2b = b=0

Concluimos que v y w son linealmente independientes.
b. Podemos formar dos bases:
T.uyv,y
2.vyw
c. Escribimos cada vector que no pertence a la base como una combinacion lineal
de los otros dos vectores,
1. Con la base, u y v, representamos w de la siguiente manera,

v;

w au+
( -2 ) a (-3, 2)+b (-1, 0) = ( -3a-b, 2a)

w
I o

14

Por lo que tenemos,

3 = -3a-b
-2 = 2a = a = -1y por tanto b =0
Es decir,
w = -u

2. Usando la base, v y w, representamos u asi,

=av + b w;
-3, 2)=a (-1, 0) +b (3, -2 ) = ( -a+3b, -2b )

~ 68

Por lo que tenemos,

3 = -—a+3b
2 = -2b > b = -1 y por tanto a = 0

Al final, obtenemos que,

u=-w

Ejemplo 2



Dado el vector u = (2,4), determine sus
componentes vectoriales sobre el vector,
v =(3,-1).

Solucion

Calculemos el componente paralelo de

Obtenemos los siguientes vectores,

u, = 0,6325*(3,-1) / V10 = (3/5,-1/5) =

(0161 _012)
u =u -y = (2,4) - (0,6, -0,2) =
(1,4, 4,2)

u=(2.4)

v=(3-1)

Figura 18 - Ejemplo 2

uj =(0.6,-0.2) x

Figura 19 - Ejemplo 2 Solucién



Apéndice 3: Matrices

Las matrices sirven para agrupar informacion en la forma de
valores numéricos. Esta forma de agrupar valores tiene ciertas
propiedades matematicas. Para la teoria de graficos, el mayor uso de
matrices es en la representacion de sistemas de coordenadas y
numerosas transformaciones de tales. Generalmente, se usaran
matrices que son 4 x 4, para las matrices de transformacion, por
ejemplo.

Definiciones

Una matriz es una lista de n x m numeros escalares, que se suele
representar como n filas y m columnas. éstas son las dimensiones
de la matriz: filas y columnas. Si n = m, entonces decimos que es una
matriz cuadrada de dimension (u orden) n. Los elementos de la
matriz A son el conjunto de numeros escalares, {a;}, donde

i=1,2,...,nyj=1,2, ..., m. Visto de otra manera:

a11 @12 413 4ig
A = aj; ayy apz ayy

d31 43z dz3 dzg
dq1 Qg2 A43 dyq

Aqui A es una matriz de 4 x 4, o sea, una matriz cuadrada de
dimension (u orden) 4, ya que tiene 4 filas y 4 columnas.

La traspuesta de una matriz A de n x m es una matriz de m x n
obtenida por el intercambio de las filas por las columnas de A. Esta

matriz traspuesta se anota AT:

a11 Qp1 431 441
T _
A° = aj; ap; aszy ag



d13 dp3 dz3 443

d14 Qpg4 34 Q44

Operaciones de Matrices

Existen tres operaciones de matrices basicas: multiplicacion
escalar-matriz, suma matriz-matriz, y multiplicacion matriz-matriz.

Multiplicacién Escalar-Matriz

Es la multiplicacion del escalar s por cada elemento de la matriz
A.

Sdjyp Sdjp Sadjgz Sdjg

SA Sa, Sdajp, Sdjyz Sajy

Sas; Sas, Sass Sasy
Sdyy Sdyp Sdy3z Sdgy

Este tipo de multiplicacion tiene las propiedades conmutativa:
sA = As, y asociativa: s(tA) = (st)A.

Suma Matriz-Matriz

Se suman los elementos correspondientes de las dos matrices. La
suma solo se puede hacer si las dos matrices son del mismo orden: el
numero de filas y columnas es el mismo para la matriz Ay B:

ajpthyp ajptby; ajztbys ajstbyy
A + B = aytby; ajytby; azsthyz asstbyy
az;tbz; agytbs; azztbss azgtbsy
ag by agytby, azstbys azatbyy

La suma de matrices acepta las propiedades conmutativa:
A+B=B+A,yasociativa: A+ (B + C) = (A + B) + C. Por supuesto,
todas las matrices han de ser de orden n x m.

Multiplicacién Matriz-Matriz



Se multiplican cada elemento de una fila de la primera matriz, A,
de orden n x r, con su correspondiente elemento de la columna de la
segunda matriz, B, de orden r x m. Cada producto es el sumando
para la suma, que sera el elemento resultante de la fila y columna
intervenidas. Esto es mejor ilustrarlo:

aip a1z 413 by, byy
A = ay; ay; azz B = by by,

az1 azp ass by, by,

* * *

aj *byyta*bytas* by ap*biyta*by,taz*bs,

A * B = az *bjytagy*byitass*bs; az;*byytaz,*byytass*bs;
* * * * * *

aszi *byytasy*byitazs*bs;  az;*biytazy*by,tass*bs,

Dicho de otro modo:

La matriz resultante sera C, que sera de orden n x m. Por esta
razon, solo se pueden multiplicar matrices donde el numero de
columnas de la primera matriz sea el mismo que el de las filas de la
segunda matriz. Es decir, la primera matriz de orden s x t se multiplica
por la segunda matriz de orden v x w, entonces t = v, y la matriz
resultante sera de orden s x w.

La multiplicacion de matrices acepta la propiedad asociativa:
A*(B *C)=(A~*B)* C, pero no siempre se da la conmutativa:
A * B # B * A. Por supuesto, todas las matrices han de ser de orden
nxm.

Es importante mencionar la matriz identidad, que es una matriz
cuadrada donde todos los elementos son ceros, a excepcion de los
elementos que se encuentran en la diagonal, donde son unos:



La matriz identidad es una de las pocas matrices donde la
propiedad conmutativa se puede aplicar: | * A = A * | = A. Cualquier
matriz multiplicada por la identidad es igual a esa misma matriz:
| * A =A. La matriz identidad es el elemento neutro para las matrices.

Ejemplos
3 3 -1 0 3 0 1 O 2 0 -1 1
0 -2 2 0 -2 -1 -3 0 -1 2 0 2
A= 1 0-2 0 B=-1-4 2 3 c= 0 0 2 O
2 -3 4 1 0O 2 1 0 1 1 2 1
-1 -1 0 -2 3 2 4 1

A * B = No se puede, ya que A es de orden 5x 4,y B, 5x4. El
numero de columnas de A no es igual al de filas de B. Lo mismo
ocurrecon B* A, ycon C * A.

3 6 -5 9 6 0 -1 3 6 3 0 0

2 -4 4 -4 -3 -2 -2 -4 -2 -3 -1 0

A*xC= 2 0-51 B*C= 5-511 -6 A+B= 0-4 0 3
8 -5 8 -3 -2 4 2 4 2 -1 5 1

-3 -4 -3 -4 5 5 7 8 2 1 4 -1

Determinante de una Matriz

El determinante de una matriz cuadrada A es un escalar, y se
representa asi: |A| o det A.

Hay varias formas de calcular el determinante. La forma mas
general es siguiendo la regla de Cramer:

e El determinante de una matriz cuadrada de orden 2 es el
siguiente:

ab
A =cd |A|] = a*d - b*c



e Con una matriz cuadrada de mayor orden, elegimos una columna
o fila cualquiera. Ahora iremos cancelando la fila, por ejemplo,
elegida y la primera columna. Los elementos restantes formaran
otra matriz, y calcularemos el determinante de ésta. Este
determinante se multiplicara por el elemento donde la fila elegida
y primera columna se intersectan. Luego haremos o mismo con
la segunda columna y demas restantes. No se multiplica sin mas,
sino que hay un cambio de signo, dependiendo de cual elemento
se esta multiplicando. Sigue este esquema, en forma de matriz:

+ 0+ 1+
I+ 1+ 1

......

Ejemplos

Para entender como se realiza esto, es mejor ver un ejemplo:

1 3 -1 -5 | 1 3 -1 -5 |

A= 3 2 0 1 Al = | 3 2 0 1 |
-3 -2 -1 0 -3 -2 -1 0 |

4 0 1 1 | 4 0 1 1 |

Ahora elegimos una fila o columna; elegiremos la 42 fila. Por lo
que el determinante sera:

| 3 -1 -5 | | 1 -1 -5 | |1 3 -5 |
|1 3 -1 |
Al =-4* | 2 0 1| +0* |3 0 1] -1%*]3 2 1]+1F+=
|3 2 0 |
-2 -1 0 | -3 -1 0 | -3 -2 0 |
-3 -2 -1 |

El primer producto se realiza mediante eliminando la 12 columna y
la 42 fila. La interseccion de éstas resulta en el elemento: 4, con el
signo negativo, consultando el esquema visto anteriormente. El
segundo producto aparece eliminando la 22 columna y 42 fila; el
elemento de interseccion es: 0, por lo que no hace falta ni calcular. El



tercer producto, es el determinante de los elementos restantes
cuando se eliminan los elementos de la 3% columna y 42 fila, y se
multiplica con la interseccion: 1. Y el cuarto producto se hace de igual
manera que los demas: 42 columna y 42 fila.

El calculo de los tres determinantes se hace de igual forma:
eligiendo una fila o columna, e ir eliminando hasta conseguir un
determinante que si sepamos hacer: a*b-d*c. Para una matriz de 3 x
3, aqui presentamos el determinante ya calculado:

IB] = a*(ei-fh) - b*(di-fg) + c* (dh-eq)

w

Il
Q oo
o0 0o
F- kb O

Volviendo a nuestro ejemplo, obtenemos los determinantes de las
matrices de 3 x 3, para resolver la matriz de 4 x 4:

|A| = -4 * (3+2+10) - 1 * (2-9+0) + 1 * (-2+9+0)
= (=4)*15 + (=L)*(=7) + (1) *(7)
= -60 + 7 + 7
= -46

Propiedades

Existen las siguientes propiedades acerca de las matrices y sus
determinantes:

1. Si dos filas (0 dos columnas) de una matriz cuadrada, A, son
idénticas, entonces det A = 0.

2. Si dos filas (o0 dos columnas) de una matriz cuadrada, A, son
intercambiables, entonces solo el signo de det A es cambiado.

3. El valor de det A no varia si se suma un multiplo de una fila a
otra fila o si se suma un multiplo de una columna a otra columna.

4. Si tenemos dos matrices cuadradas, A y B, del mismo orden,
entonces det (AB) = (det A) (det B).

. Si una matriz, A, es invertible, entonces det (A™1) = (det A).
. Si una matriz, A, es cuadrada de orden n, entonces

det (kA) = k"(det A), donde k es un escalar.

o O



Inversion de una Matriz

Para invertir una matriz, ésta debe ser una matriz cuadrada. Si,
q = Ap,

queremos saber si podemos encontrar una matriz cuadrada B tal
que
p = Bq.

Sustituyendo por q,

p = Bq = BAp.

Haciendo un cambio de notacion,
p = Ip.

Para que,

Ip = BAp, entonces
| = BA.

Si tal matriz B existe, entonces es la inversa a A, y A la
denominamos no singular. También podemos decir que una matriz no
invertible es singular. La inversa a A se escribe A™l. El resultado
fundamental sobre inversas es el siguiente: La inversa a una matriz
cuadrada existe si y soOlo si el determinante de la matriz es distinto a
cero. Podemos calcular la inversa usando determinantes o usando
razonamiento geométrico. Por ejemplo, la inversa de una matriz con
propiedades de simetria geométrica, es exactamente el reverso de
esa matriz; como es el caso de rotaciones por un eje, que contiene
senos y cosenos de un mismo angulo.

Método

Usaremos el método de Cramer. Si D es el determinante de A,
entonces B - la inversa de A - esta formada por by, donde cada bj es
el determinante de la submatriz, creada por la eliminacion de la fila iy

de la columna j de la matriz AT, dividido entre D. Esto es mejor
explicarlo con un ejemplo.

Ejemplos



1 3 -1 | 1 3 -1 |
A = 3 2 0 Al = | 3 0| =7=D=%0 => A es
invertible (o no singular)
-3 -2 -1 |-3 -2 -1 |
1 3 -3
AT = 3 2 -2
-1 0 -1
Al = B = [by;],
2 =2 | | 3 =2 |
I3 2 |
| 0 -1 | - | -1 -1 |
| =1 0 |
by, = ———---- = -0,2857 by, = ——————--—- 0,7143
b3 = ——————————-—- = 0,2857
D D
D
| 3 -3 | | 1 -3 |
I 1 3 |
-1 0 -1 | | -1 -1 |
-1 -1 0|
by, = ——————————-—- = 0,4286 by,, = ——————————-—- -0,5714
by, = ———=——————-—- = -0,4286
7 7
7
| 3 -3 | | 1 -3 |
I 1 3 |
| 2 -2 | -1 3 -2
I3 2 |
by, = ———————————- = 0 by, = ———————————- -1
by = ——————————-—- = -1
7 7
9

Como podemos ver, b4, se calcula dividiendo dos determinantes.
El numerador se calcula a partir de la matriz que queda eliminando la
primera fila y columna de la matriz AT. El elemento b4, se calcula de
la misma manera. Creamos la matriz del numerador eliminando la



primera fila y la segunda columna de la matriz AT. Y asi
sucesivamente. También aplicamos los signos positivo o negativo
siguiendo la misma logica que empleamos cuando calculamos el
determinante de una matriz.

Al final, obtenemos A™! que es:

-0,2857 -0,7143 0,2857
B =A"!=-0,4286 -0,5714 0,4286
0 -1 -1

Se puede comprobar, faciimente, que AB =1

Cambio de Representacion

Usando matrices con los vectores base podemos cambiar la
representacion de cualquier conjunto de vectores (no base).
Supongamos que tenemos dos vectores de dimension n que forman
la base del espacio vectorial: {uq, Uy, Us, ... , Uy} Y {Vq, Vo, V3, ..., V}
Por ejemplo, el vector w puede ser expresado como:

W = aquq + asu, + azuz + ... +aup,,

o)
W' =Dbyvy + bovy + bavg + ... + by,

Veamos como convertimos de la representacion de w a la de w'.
Los vectores base {vq, V,, V3, ... , V,} pueden expresarse como
vectores en la base {uq, Uy, us, ..., U,}. Por esto, existe un conjunto
de escalares a; tal que:

U Vi
Uz Vo
us V3
= A . Donde A es una matriz n x n : A = [O(j_j]

Vn

Podemos usar matrices en columna para representar ambos
vectores, w y w', como:



w=a . Donde a = [a;],

Definamos b como

Sustituyendo, obtenemos que

b' = a’ A
Ejemplos

Supongamos que tenemos un vector w = (3, -2, 1), representado
en la base uy = (1, 0, 0), u, = (0, 1, 0), y uz = (0, 0, 1). Queremos
hallar el vector w’, que es igual a w, pero representado en otra base:
vi=(1,0,0),v,=(1,1,0),andvg3=(1, 1, 1).

Representamos w en términos de la base de vectores u:

w = 3u1 - 2u2 + 1U.3

por lo que,



a= [3 -2 1].
Representando w' en términos de v, obtenemos:
w' = byv; + by,v, + bivs

Ahora calculamos A, que representa la matriz de la representacion
de la base de vectores v, en términos de u:

v, = ul
Vy, = ul + u2 + u3

por lo que,
-1
1 1 1 -1 0
A=B1- 0 1 1 = 0 1-1
0 0 1 0 0 1

1 0
1 -1 = [3 -5 3]
0 1

Sabiendo b, podemos calcular w"

w' = 3v; - bv, + 3vj

Producto Escalar

Dados dos vectores no perpendiculares, u y v, el producto escalar
dara un escalar (numero real). Si los vectores, u y v, contienen los
siguientes elementos: uy, U, Uz, ..., U, Y V4 VoVs ..., Vp,
respectivamente, entonces definimos el producto escalar de esta
forma:

u °* v = (uy, Uy, Uz, .., U,) * (Vi, Vy, V3, ., V)



uy*vy + uy,*v, + ug*vy + oL+ u,fvy

s, donde s es un escalar.

Existe una relacion con el médulo del producto escalar y los de los
vectores con el coseno del angulo formado con dichos vectores:

u e v =l * lvll * cos «a,

donde a es el angulo formado entre los vectores u y v.
Ejemplos

Siu=(-1,2,5,3,0)yv=(-3,-2,4,0,-1), entonces

u°V:(_1r2/5/310)'(_31_214101_1)
(=1)* (=3) + 2%(=2) + 5%4 + 3%0 + 0% (-1)
=3 -4+ 20
=19

Ahora podemos averiguar el angulo entre estos vectores:

lall = V( (-1)2 + (2)2 + (5)2 + (3)%2 + (0)2)
= (39 ) = 6,2450 unidades
vl = N( (=3)% + (=2)% + (4)% + (0)? + (-1)? )
=\ ( 30 ) = 5,4472 unidades
u - v 19
COS A = ———————-- = mmmmmmm e = 0,5555
lall * Il 6,2450 * 5,4472

o = cos™t 0,5555 = 0,9819 radianes = 56,26°

Producto Vectorial

Dados dos vectores no paralelos, u y v, en un espacio
tridimensional, el producto vectorial dara un tercer vector, w, que es
ortogonal a ambos. Debemos tener:

we*eu=w=*v=20.



Si los vectores, u y v, contienen los siguientes elementos: u4, u,,
Us, Y V4, Vo, V3 respectivamente, entonces definimos w como el
determinante con estos elementos:

i J k |
W=1uXxvV =] u u, uy | = i(uy*vy - uz*v,) - J(u;*vy - uz*vy;) +
k(u*v, - uy,*vy)

| vy vy vy

Aqui i, j, y k representan los vectores unitarios: (1, 0, 0), (0, 1, 0),
y (0, 0, 1), respectivamente. Observamos que i es el vector con la
misma direccidn que el eje X, con el sentido positivo, y tiene como
longitud 1, de ahi el nombre "unitario". Lo mismo ocurre con los
vectores jy k, y los ejes Y y Z, respectivamente.

Podemos reescribir el resultado del determinante, que es el vector
W:

* —_ *
Uy vy U3z”™Vvy
o * —_ *
W = Uu3*vy u; *vy
* _ *
U; "V Uy Vq

El orden de los operandos para el producto vectorial influye en el
vector resultante. Sin embargo, la unica diferencia entre los dos
posibles vectores, es un cambio de sentido; es decir:

uxv=- (vxau)
Existe otra propiedad con el médulo del producto vectorial:

lu x vl = llul * vl * sen «,

donde a es el angulo formado entre los vectores u y v.
Ejemplos

u=(-3,51), yv=(4,-2,-1)



W =u Xx v =

= 1(5*(-1)
5%4)

= -3i + 3j +
w' = v x u =

= 1 (1% (-2)
(=2))

-3 5 1 |

4 -2 -1 |

(1*(=2))) = J((=3)*(-1) - 1*4) + k((=-3)*(-2) -
(-14)k

i 3 k|

4 -2 -1 |

3 5 1 |

(5*(-1))) - J(1*4 - (-3)*(-1)) + k(5*4 - (-3)*

3i - § + 14k

Como podemos observar w = -w’, por lo que llwll = llw’ll :

lwl = vV ( (-3)7
=\ ( 206 )

_|_

(1)2 + (-14)2% )
14,3527 unidades

Ahora podemos averiguar el angulo que forman estos dos

vectores:
lall = V( (-3)% + (5)% + (1)) =+( 35 ) = 5,9161 unidades
Ivll = N( (4)2 + (-1)2 + (-1)2 ) = ~N( 18 ) = 4,2426 unidades
lu x vl 14,3527
sen o = ——-----—-— = —mmm—m—— - = 0,5718
lall * i+l 5,9161 * 4,2426

o = sen? 0,5718

= 0,0087 radianes = 34,88°



Descarga de Paquetes

En esta pagina ofreceremos varias versiones de paquetes que
estan ligadas a un capitulo especifico de nuestro curso de graficos.
Cada paquete es un fichero en formato ZIP que contiene los
archivos necesarios, pero basicos, para poder realizar los ejercicios
y ejemplos de cada capitulo del curso. Los archivos son 2 ficheros
fuentes escritos en C: principalXX.c y dibujarXX.c y 1 fichero de
cabecera: dibujarXX.h, donde XX se refiere al capitulo de forma
numérica. Estos archivos contienen suficiente cédigo escrito para
poder crear una aplicacion para MS-Windows®. Algunos ejercicios
pediran que se implemente una funcidn segun el tema tratado del
capitulo, por lo que esos paquetes particulares no contendran una
funcion equivalente. En posteriores versiones, los paquetes
posiblemente contendran la funcion en cuestion, usando el API de
MS-Windows®, si existe tal funcionalidad. Estos paquetes no son
esenciales para seguir el curso ni para realizar los ejercicios ni
ejemplos. La razén de incluir tales paquetes es para ayudar a
aquellas personas que no sepan usar el APl de MS-Windows®, ni
bibliotecas o API's graficas. Tales y como estan disefiados los
ficheros de cada paquete, el alumno o la alumna debera alterar la
funcion Dibujar() dentro del fichero dibujarXX.c; existen comentarios
para guiar al/a la programador/a. Estos paquetes sirven a modo de
"plantilla”, por lo que los alumnos y alumnas pueden alterar su
funcionalidad como les convenga.

Capitulo 2

Las nuevas funciones, macro, y variables contenidas son:
Prototipo Descripcién
void Dibujar( void ) Dibuja la escena total. La unica




funcion, contenida en este
paquete, que debe ser
implementada por el/la
estudiante.

void Linea( int x comienzo,

Traza una linea recta desde

g, int b )

int y comienzo, int x fin, int ||(X_cOmienzo,y_comienzo)

y fin ) hasta (x_fin,y_fin), usando el
color seleccionado. Las
dimensiones de las coordenadas
estan en pixeles.

Macro Descripcion

cambiarColorPincel ( int r, int (|(Cambia el color seleccionado

para el pincel en uso. El pincel
sirve para dibujar lineas rectas y
pixeles individuales. Los
parametros r, g, y b representan
los componentes basicos: rojo,
verde, y azul, los cuales pueden
tener, cada uno, un valor entre
[0, 255], que describen la
intensidad de cada componente.

Variable Global

Descripcion

extern HDC hImagen

Contexto grafico de la ventana.
La escena es dibujada en este
contexto.

extern const UINT uiAltura

La altura (total) de la ventana en
pixeles. El/la estudiante puede
alterar este valor.

extern const UINT uiAnchura

La anchura (total) de la ventana
en pixeles. El/la estudiante
puede alterar este valor.

Capitulo 3




Las nuevas macros y funciones contenidas son:

Macro

Descripcién

COLOR

Tipo COLORREF que guarda la
informacion de un color en un
dato de 32 bits. Este tipo
pertenece al APl de MS-

Windows®.

CambiarColorBrocha( int r, int

g, int b )

Cambia el color seleccionado
para la brocha en uso. La brocha
sirve para rellenar poligonos. Los
parametros r, g, y b representan
los componentes basicos: rojo,
verde, y azul, los cuales pueden
tener, cada uno, un valor entre
[0,255], que describen la
intensidad de cada componente.

PonPixel ( int x, int y, COLOR

color )

Activa un solo pixel en la
posicion (X, y) de un color de tipo
COLOR.

PUNTO2

Estructura POINT que contiene
dos campos: x e y de tipo LONG.
Esta estructura pertenece al API

de MS-Windows®.

RGB( int r, int g, int b )

Crea un valor de tipo COLOR. La
macro RGB() pertenece al API

de MS-Windows®.

TraePixel ( int x, int vy )

Averigua el color de tipo COLOR
de un solo pixel en la posicion

(X, y).

Prototipo

Descripcién

void TrianguloRelleno ( PUNTOZ2
A, PUNTO2 B, PUNTO2 C )

Dibuja un triangulo con el pincel
seleccionado y rellena su interior
con la brocha seleccionada. La
funcion acepta 3 argumentos que



file:///C:/winapi/curso/wintip/COLORREF
file:///C:/winapi/curso/wintip/POINT
file:///C:/winapi/curso/winmac/RGB

contienen las coordenadas en
pixeles.

void RectanguloRelleno ( PUNTO2

A, PUNTO2 B )

Dibuja un cuadrado con el pincel
seleccionado y rellena su interior
con la brocha seleccionada. La
funcion acepta 2 argumentos que
contienen las coordenadas en
pixeles de la esquina superior
izquierda, A y de la esquina
inferior derecha, B que forman
parte del rectangulo.

void PoligonoRelleno ( PUNTOZ2
*pListaPuntos,
nCantidadPuntos )

int

Dibuja un poligono con el pincel
seleccionado y rellena su interior
con la brocha seleccionada. La
funcidén acepta 2 argumentos:
pListaPuntos es una lista de
puntos, en pixeles,
representando los vértices del
poligono, y nCantidadPuntos
indica la cantidad de vértices de
tal lista. La funcién cerrara el
poligono, dibujando una linea del
ultimo vértice al primero.

Capitulo 4

No existen nuevas funciones ni macros.

Capitulo 5

No existen nuevas funciones ni macros.

Capitulo 6

No existen nuevas funciones ni macros.




Capitulo 7

No existen nuevas funciones ni macros.
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